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AVIS DU LIBRAIRE. 


L’Auteur a exposé le plan de cet Ouvrage ainsi 
que de toutes les autres parties de son Cours, dans 
ses Essai» sur l’Enseignement en général , et sur celui 
des Mathématiques en particulier , où il s'est proposé 
de réunir ce qu'il y a de plus précis et de plus impor¬ 
tant sur la philosophie de ces sciences. 


Zoul» exemplaires dus jjréseni» Traités, qui nés 
porterait .s paû, commes ci-dessouA, te a signature A 
des l ’cAuteuo ets du> Xiôrairçj , seras contrefait»„ 
JOeA me jure A nécessaire A seront» priseA pouo 
atteindrez , conformement» eu las JCoi, leA fafiri- 
cateurA et» leA défiitan A des ce A exemplaire A» 
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CHAPITRE PREMIER. 

De la Trigonométrie rectiligne. 


On considère six choses dans nn triangle rectiligne, trois angles 
et trois côtes. Avec trois de ces six choses, on détermine tou¬ 
jours un triangle, pourvu qu’il s’y trouve un côte, page i 
Si on avait une suile de triaugles calculés sur tous les angles 
possibles , il se trouverait nécessairement dans cette suite un 
triangle éqniangle avec un triangle quelconque donné, a 

Le sinus est la perpendiculaire abaissée de l’extrémité d’un arc 
sur le rayon qui passe par l’autre extrémité; le cosinus est la 
partie du rayon comprise entre le pied du sinus et le centre ; 
le sinus verse est la partie du rayon comprise entre l’arc et le 
pied du sinus ; la tangente est la perpendiculaire élevée à l’ex- 
tremité d’uh arc, et terminée au rayon prolongé qui passe par 
1 autre extrémité ; ce rayon prolongé s’appelle sécante , 4 et 5 

On appelle complément d’un arc, ou d’un angle, ce qu’il faut ajou¬ 
ter ou retrancher à cet arc , ou à cet angle, pour en faire le quart 
de la circonférence, ou un angle droit, 4 

Les cosinus, cotangentes et cosécantes sont les sinus, tangentes 
et sécantes des arcs complémentaires, 4 et 5 

Le cosinus et le rayon ont le meme rapport que le sinus et la 
tangente , ou que le rayon et la sécânte, 6 

Le rayon est moyen proportionnel entre.la .tangente et la cotan- 
gente, ou entre la sécante et le eôsiniis, ibid. 

Le quarré du rayon est égal à la sohjme des quarrés du sinus et du 
cosinus, , . 7 

Le sinus de la somme ou de la différence de deux arcs, est égal 
au sinus du premier multiplié par le cosinus du second, plus ou 
moins le sinus du second par le cosinus du premier, le tout di¬ 
visé par le rayon, ibid. 

Le cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs, est égal 
au produit des cosinus de chacun de ces ares, moius ou plus 
c produit des sinus, le tout divisé par le rayon, ibid . 

De ces expressions on déduit le sinus d’un arc multiple d’un antre, 9 
-Etant donné le sinus dVn arc, on trouve le sinus de sa moitié* 10 
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On appelle supplément d’un arc ou d’un angle ce qu’il faut y 
ajouter, ou en retrancher , pour faire la demi-circonférence, ou 
deux angles droits, P a S e 

Un angle obtus a le même sinus que son supplément, ibid. 

Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinus qu’on calcule, mais 
leur rapport avec le rayon, lbid ' 

La longueur d’un arc est plus grande que celle de son sinns, et 
moindre que celle de sa tangente , _ ibld ' 

Le rapport de ces deux lignes a pour limite l’unité, i3 

Note. Les lignes qui sont partout convexes dans le même sens, 
sont d’autant plus longues qu’elles s’écartent davantage de la 
ligne droite, lbld ‘ 

Comment on peut trouver d’une manière assez approchée, la Ion ■ 
gueur de l’arc qui répond à nn sinus très-petit, 

Note. Série qui exprime la tangente par le sinus, i\ 

Le sinus du qnadrans n’est autre chose que le rayon, et le sinus 
du tiers de cet arc est égal à la moitié du rayon, ibid. 

De la division du cercle, *5 

Le sinus de la moitié du quart de cercle est égal àïv'î, 16 

De la construction des Tables trigonométriques, ibid. 

Leur usage, 

Les sinus et les cosinus changent de signe, lorsqu’ils passent dans 
le demi-cercle opposé à celui où ils se trouvaient d’abord, nî 
Les tangentes prennent leur signe conformément à leur relation 
avec les sinus et cosinus, 2 4 

Un arc négatif a son sinus de signe contraire à celui de l’arc positif 
de/même grandeur, et son cosinus du même signe , u5 

Récherche de diverses relations «les lignes trigonométriques , ibid. 
Le rapport de la somme à la différence des sinus de deux arcs est 
le même qne celui des tangentes de la demi-somme et de la demi- 
différence de ces mêmes arcs , 28 

Table des formules trigonométriques les plus usitées , 3o 

Dans tout triangle rectangle, le rayon est au sinus d'un des angles 
aigus, comme l’hypoténuse est au côté opposé à cet angle, 3» 

Le rayon est à la tangente d’un des angles aigus, comme le côté de 
l’angle droit adjacent à cet angle est au côté oppose, ibid. 

Uomment on calcule un côté quelconque d’un triangle rectangle 
quand on connaît les deux autres, 33 

Dans un triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés , 36 

Rapport entre les côtés d’un triangle et les sinus de ces angles, 3y 
Par la proportion énoncée plus haut, on résout tous les cas d’un 
triangle quelconque, excepté celui dans lequel on connaît 




? eM côtt!ï et l an 8 lc compris, et celui dans lequel on connaît 
les trois côtés, 28 

La somme de deux côtes d’un triangle est à leur différence ^comme 
a tangente de la demi-somme des angles opposés à ces côtés 
est à la tangente de leur demi-différence, 3“ 

Comment on trouve immédiatement Je troisième côté, 4o 

e smus de la moitié d’un angle est égal à la racine qnarrée du 
produit des différences entre la demi-somme des trois côtés du 
ri an g e et chacun des côtés qui comprennent l’angle cherché, 
dmse par le produit de ces deux côtés, le rayon étant pris pour 

Exemples de résolution de triangles rectangles et obliquangles, Ë 
•Applications de la Trigonométrie h l’art de lever les plans, ou 
détermination des points situés soit sur un plan, soit dans l’es¬ 
pace , par rapport à une ligne donnée, soit horizontale, soit 
inclinée, qu’on appelle base, .X 

Note. Comment on peut mesurer nn angle, / 

Ce que c’est que la réduction des angles au plan horizontal, &, 

Détermination d un point par les angles compris entre les droite» 
mentes de ce point à trois autres, pris dans le même plan, 5i 
Note sur le INivehemcnt, 5J 

de niv T u ?* denx p °* nts est ,a **■»*»* ^om p U n 

laire à laVmface te™, “ d *“ ** ^ 

C ve q au C ^eI S ! d “*"“* ,C et le ni- 

De*la résolution des triangles par les séries, ib tf 


CHAPITRE II. 


D e la Trigonométrie sphérique. 

u ° U™' 1 ' ?****“ « qoo forment ,m I» snr f,ce * U 
» ro,s grands cercles qui se coupent deux à deux. 

ÉqültioL^r/iml" rCp08 |. t0Utcla tri g°n°tnétrie sphérique, 58 
entre elles 'mphcitcmcnt tontes les relations qu’ont 

JVntJ vË s 'x parties d'un triangle sphérique, 60 

p sentT SS, ° n / U V ° 1Ume d ’“ par angle, com¬ 
pris entre ses arêtes, r b _ 

tUatetnem à la rcsolunon des triangles sphérique., 6a 
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Ce «pie cVst que le triangle supplémentaire , page 6.1 

Simplification des formules pour le cas où le triangle est rec¬ 
tangle , 

Transformation des équations fondamentales , pour y appliquer 

commodément le calcul des logarithmes , 69 

Formules qui renferment toutes les combinaisons des angles et des 
côtes d’un triangle sphérique, 74—7® 

Formules de Neper, 7^ 

Récapitulation des formules necessaires pour résoudre un triangle 

spherique, 77 

Observation sur les diverses conditions qui doivent se trouver rem¬ 
plies pour que les mêmes données conviennent à un ou à deux 
triangles sphériques, 80 

Application de la trigonométrie spherique h la réduction des angles 
au plan horizontal, ibid. 


CHAPITRE III. 

De Vapplication de l'Algèbre à la Géométrie. 

Idée générale de l’application de l’Algèbre h la Géométrie, 83 
Comment l'Algèbre sert ponr combiner des théorèmes de géométrie, 
pour mettre en équation et pour résoudre les problèmes relatils 
K l’étendue, ibid. 

L’aire d’nn triangle est exprimée par la racine quarrée du produit 
de la demi-somme des trois côtés, multipliée par les différences 
entre cette demi-somme et chacuu des côtés , 87 

Expression du volume d’un tronc de pyramide ou de cône droit 
h bases parallèles, 88 

Questions du premier et du second degré, dans lesquelles les lignes 
ne sont pas évaluées en nombre , mais sont considérées en cllcs- 
memes, , . 

Ce que c’est que la construction des expressions algébriques, 9a 
Comment on effectue celle des quantité» homogènes, qui se rap¬ 
portent à des lignes, ou du premier degré, ibut. 

Construction des racines quarrées, 9$ 

Ce qu’il faut faire quand la quantité n'est pas homogène , 9 "î 

Construction des racines des équations du second degré à une seule 
inconnue, 

Résolution graphique de ces équations, 

De la signification des signes -f- et —, par rapport aux lignes, 
et de leur usage dans la résolution des questions, rot 

Toutes les foi* qu’il s’agit de distances rapportées A un point fixe, 
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' et comptées snr une même ligne ou sur des lignes parallèles, 
celles qui sont affectées du signe —, doivent se prendre dans 
un sens oppose à celles qui sont affectées du signe -f- , page io,{ 
Remarque sur les signes de la sécante, et note sur le même sujet, io5 
Analyse complète du problème où il s’agit de mener par un point 
pris dans un angle droit, une ligne dont la partie interceptée entre 
les côtes de cet angle, soit de grandeur donnée, 106 

Résolution de ce problème par Newton , ponr le cas où le point par 
equel doit passer la ligne de grandeur donnée, est à égale distance 
des côtés de l’angle droit, , 

Construction des expressions algébriques qui appartiennent 11 des 
aires on h des volumes, 

Idée fondamentale de l’analyse de Descartes, par laquelle on re¬ 
présente les courbes au moyen des équations à deux indéter¬ 
minées. 

Equation d’une ligne droite, j,_ 

-d’un cercle, 

Ce que.c’est que les coordonnées, leurs axes, leur origine, rai 
Comment on distingue par les signes ■+. et — , les quatre angles que 
forment les axes des coordonnées, iaa 

Ce que c.’est que le lieu d’une équation, et comment s’obtient celle 
d’une courbe quelconque, ibid. 

C équation générale du premier degré à deux indéterminées appar¬ 
tient à une ligne droite, 

Il faut deux conditions pour déterminer cette ligne, ia5 

Equation d’une droite qui p8isc par deux poims donnés, ,36 
Expression de la distance do «es deux points, ibid. 

Equation d’une droite qni, passant par un point donné, serait pa- 
rallèle à une droite donnée, j 

Equation de la perpendiculaire abaissée sur une ligne donnée , par 
un point donné, 

iVb/e. Sur le signe que doit porter la tangente de l’angle formé par 
cette perpendiculaire et l’axe des x, ibid 

Pour trouver le point de rencontre de deux droites qni se coupent, 
;' ut supposer que les coordonnées de l’une soient les memes que 
cellcs’de l’autre, 

Expression de la longueur d’une perpendiculaire abaistee sur une 
droite donnée, par un point donné, 

.xpiessions du sinus, du cosinus et de la tangente de l’angle q«c 
deux droites f on t entre elles, ° 8 , 3 a 

quation générale dn cercle , que l’on obtient en plaçant l’origine 
des coordonnées d’nnc manière quelconque, * l3a 

oiument on détermine celui qui passe par trois points donnés, i33 
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Équations da cercle, les plus simples, page i34 

Problèmes qui se rapportent à des lignes droites, comprenant-ceux 
des pages 88 et 106, i35 

Équations qui donnent la relation qui existe entre les angles et les 
côtes d’un triangle, 

Expression de l’aire d’un triangle, au moyen des coordonnées des 
sommets de ses angles , i4 a 

L’aire d’un triangle ne dépend nullement de sa position par rap¬ 
port aux axes des coordonnées, on trouve en effet une autre 
expression qui ne dépend que des côtés, ibid. 

Équation qui fait connaître la relation entre les côtés d’un quadrila¬ 
tère et ses diagonales, 1 44 

Expression du rayon du cercle circonscrit à un triangle, 1^5 

Expression du rayon du cercle inscrit h un triangle, 1.47 

Si dans l’intérieur d’un triangle équilatéral on abaisse une perpen¬ 
diculaire sur chacun des côtés de ce triangle, la somme de ces 
lignes sera égale k sa hauteur, >4*3 

En combinant les équations de la droite et du cercle , on détermine 
les propriétés résultantes de la rencontre de ces lignes, ibid. 
Application de l’équation qui résulte de cette combinaison h la 
recherche de plusieurs théorèmes de géométrie, i5o 

Détermination analytique des tangentes menées au cercle par un 
point extérieur, et par uu point de sa circonférence, i5a 

Comment on trouve la position que doit avoir une ligne menée par 
un point donné, pour que sa partie comprise dans un cercle 
donné, soit aussi donnée, i54 

Équation generale des courbes du second degré, i56 

Leurs diamètres , t 5 S 

Simplification de l’équation quand on la rapporte à ces lignes, ibid. 
Examen des valeurs que peut prendre l’expression générale des or¬ 
données dans le cas où la quantité m est positive, 160 

Ce que c’est que le centre de la courbe, iGt 

Construqtion et forme de la courbe relative à ce cas, iGa 

Elle se réduit à un point, avant de devenir imaginaire, i63 

Examen du cas où m est négative, 16$ 

Dans ce cas, la courbe a encore un centre, * ibid. 

Construction et forme de la courbe, i®5 

Quand la courbe se réduit à deux droites, qui sont en général ses 
asymptotes , tt>7 

Examen du cas où m = o, >69 

Fonne et construction de la courbe, ibid. 

Rapprochement des équations des trois courbes reconnues précédem¬ 
ment : la première sç nomme ellipse , la seconde hypei bole, et 
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troisième parabole, page 170 

Examen du cas dans lequel les quarrcs des coordonnées manquent 
loua deux dans l’équation , 

Ce que sont les diamèti'es conjugués, jn^ 

Transformation des coordonnées d’une conrbe, 1^5 

Note. Sur l’emploi des angles dons ces formules* 181 

Application de cotte transformation h l’équation générale du second 
degré, pour la ramener aux axes des courbes qu’elle représente, 18$ 
Première transformée, i85 

Détermination de ses coefbciens et des cas qu’elle embrasse, 187 
Deuxième transformée, comprenant l’autre cas de l’équation gé^ 
néralc, 189 

Ces deux transformées ne donnent que les trois formes déjà re¬ 
marquées ( page 70 ) ; la première transformée comprend l’el¬ 
lipse, dont le cercle est un cas particulier, et l’hyperbole, rap¬ 
portées à leurs axes, jg ( 

Ce qu’on entend par le second axe et l’axe transverse , dans 
l’hyperbole, ,gj 

Ce que c’est que Yhyperbole équilatère , ibid. 

La seconde transformée convient à la parabole, - ibid. 

L’ellipse et l’hyperbole ont deux sommets, ig4 

La parabole n’en a qu’un et n’a point de centre, ibid. 

Equation à trois termes dans laquelle la parabole se trouve aussi 
comprise et rapportée à son axe, ibid. 

Application des transformations précédentes,par laquelle on recon¬ 
naît que l’équation du second degré oùles quarrés des coordonnées 
manquent tous deux, appartient à une hyperbole dont on déter¬ 
mine les axes , de grandeur et de position , jg5 

Note. Sur l’équation de l'hyperbole par rapport à ses asymptotes, 
déduite de l’équation générale du deuxième degré, ig6 

1 rouver l’équation d’une courbe telle, que si l’on mène de chacun de 
scs points à deux points fixes, ou foyers, des droites , la somme 
de ces lignes, que l’on nomme rayons vecteurs, soit constam¬ 
ment égale à une ligne donnée, 197 

Cette courbe est l’ellipse ; sa construction par points, et moyen mé¬ 
canique pour la décrire par un mouvement continu, 198 

Ce que c’est qnc l 'excentricité, 000 

Autre construction de l’ellipse par points , ibid. 

Trouver l’équation de la courbe dans laquelle la différence des rayons 
vecteurs, est égale à une ligne donnée, aot 

Crue conrbe est l’hyperbole; sa construction par points, et moyen 
mécanique pour la décrire, ibid. 

Xïouvcr l’éqtuuion d’une courbe telle, que chacun de scs points soit 
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autant éloigne d'une droite donnée de position, que d’un point 
fixe ou foyer aùssi donné de position, page 20a 

Cette courbe est Ja parabole ; sa construction par points et sa des¬ 
cription par un mouventent continu, ao 3 

Problème general qui conduit successivement à chacune des courbes 
du second degré, rapportées à leur directrice, 104 

Équations des courbes du second degré, rapportées an paramètre, ar*5 
Sans l’ellipse et l’hyperbole, le paramètre est une troisième pro¬ 
portionnelle aux deux axes, et il est aussi la double ordonnée 
menée par le foyer, 208 

Dan* l’ellipse et l’hyperbole, les qnarrés des ordonnées sont entre 
eux comme les produits des abeisses correspondantes, et dans la 
parabole , comme les abscisses correspondantes, 20f) 

Application de la transformation des coordonnées à la recherche 
des diamètres conjugués, 210 

Un diamètre quelconque étant donné, trouver la position de son 
conjugué, 21 5 

La somme des quarrés des demi-diamètres conjugués dans l’ellipse, 
on leur différence dans l’hyperbole, est égale & la somme des 
quarrés des-demi-axes, ou à leur différence, 220 

Les parallélogrammes construits snr des diamètres conjugués, soit 
de l’ellipse, soit de l’hyperbole, sont tous égaux au rectangle des 


axes, 223 

Équations qui font trouver les demi-axes, lorsqu’on connaît les 
demi-diamètres conjugués et l’angle qu'ils forment, ibid. 

Dans une ellipse quelconque, il y a deux diamètres conjugués 
égaux, ibid. 

Tout système de lignes propre à déterminer les poiuts d’une courbe, 

peut en fournir une équation caractéristique, uJ 

Exemple tiré do l’ellipse , 

Équations polaires de celte conrbe, de l’hyperbole et delà para¬ 
bole, aa 5 

Équation polaire qui les comprend tontC6 trois, aa6 


Démonstration de l’identité des courbes du second degré avec les 
sections faites dans nn cône par un plan, et ce qn'on entend par 
la section anti-parallèle , 327 

Détermination des lignes droites qui coupent ou qui touchent les 
courbes du second degré , a33 

Expression de la tangente de l’angle que doit faire avec l’axe des 
abscisses une droite, pour toucher une courbe du second degré, a 35 
Expressions de la soutan^ente dans chacune des courbes du second 
degré, a 36 

Dans la parabole, la soutangente est double de l’abscisse, a 3 y 
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X) 

page a38 


Construction de la tangente à l’ellipse, page a38 

Expressions des normales et sou normales pour toutes les courbes, ibid. 
Expressions des soutangentcs, tangentes, sounormales et normales, 
particulières aux courbes du second degré, 23g 

Détermination synthétique des tangentes aux courbes du second 
degr«, a4o 

«dation des angles que la tangente forme avec les deux rayon» 
vecteurs, dans l'ellipse et l’hyperbole, et avec le rayon vecteur et 
une parallèle à l’axe, dans lajiarabole, 

Chaque branche de l’hyperbole demeure toujours renfermée entre 
les côtés d’un certain angle, sans jamais pouvoir les atteindre, 

v. a 4* 

Equation de l’hyperbole rapportée h ses asymptotes, 

Ce que c’est que la paissance de l’hyperbole, a^S 

Si on mène une droite quelconque par un point de l’hyperbole, 
les parties de cette droite, interceptées entre chaque branche de 
la combe et son asymptote, sont égales entre elles, ibid. 
Construction de l’hyperbole, par points, lorsqu’on a les asymp¬ 
totes et un point, 

Des hyperboles conjuguées , 2^8 

Du nombre de points qu’il faut pour déterminer d’espèce, de 
grandeur et de position, une courbe du second degré, ibid. 
De la construction des équations des degrés supérieurs, par le» 
courbes, 4 r a5(> 

Application au quatrième degré', MJ. 

Problème de la duplication du cube, a5S 

—-de la trisection de l’angle , a 5| 

Méthode générale pour construire les équations d’un degré quel 
conque, et qui représente les divers principes suc lesquels re¬ 
pose la tésolution numérique des équations , a5y 

iVbte. Une expression fractionnaire peut changer de signe, en 
passant par l’infini, aussi bien qu’en passant par zéro, a6o 
Comment la construction graphique peut éclaircir et faciliter la 
résolution numérique des équations, Hid. 

APPENDICE 

Contenant les premiers principes de l'application de 
l Algèbre aux surfaces courbes et aux courbes à 
double courbure. 

Équations du plan et de la ligne droite, 263 
Des coordonnées d’un point de l’espace, ibid- 

Equation générale du plan, ' a 65 
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Désignation des huit angles trièdres formes par les plans coordonnes i 
au moyen des signes •+■ et—, page 269 

Équations de la ligne droite, ihid. 

Équation du plan qui passe par trois points donne's, 271 

Comment on reconnaît que deux droites sont dans un tnéme plan, 27a 
Equation du plan parallèle à un plan donne, et qui passepar un point 
donne', et celles des droites parallèles dans l’espace, 273 

Equations d’une droite et d’un plan, respectivement perpendi¬ 
culaires , 274 

Expression de la distance de deut points de l'espacé, et équation 
de la sphère, 275 

Détermination de l’angle que font deux lignes dans l’espace, 276 
Des relations qui existent entre les angles qu’une droite fait avec les 
axes des coordonne'es, et leur introduction dans son équation, 278 
Détermination de l’angle de deux plans, 283 


Des surfaces du second degré , 284 

Équation générale de ces surfaces, ibid. 

Ce qu’on entend par nappes et par plans diamètres , 285 

Equations des sections faites par un plan parallèle à l’un des plans 
coordonnés, 286 

Equations particulières du cône droit, 287 

Comment une équation contenant seulement deux des coordonnées, 
appartient dans l’espace à une surface cylindrique , a gt 

Des courbes considérées dans lespace , 292 

Equation du cercle donné par l’intersection d’une sphère et d’un 
plan, ibid. 

Comment une courbe est représentée par les équations de ses 
projections, 5^3 

Des courbes à double courbure , et de celle qui résulte de l’inter¬ 
section d’une sphère et d’un cylindre droit, ibid. 

Comment on peut reconnaître si une courbe donnée dans l’espace 
par les équations de ses projections est plane ou non; et si 
elle est à double courbure, comment on détermine le nombre 
des points dans lesquels elle rencontre un plan, 2^5 


FIN DE LA TABLE. 
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ET SPHÉRIQUE, 

E r D APPLICATION DE L'ALGÈBRE 


A LA GEOMETRIE. 


CHAPITRE PREMIER. 


De la Trigonométrie' rectiligne. 

’• P*"» Bn tria "S ,e rectiligne, il y a six choses à 
consrferer, savoir : trois angles et trois côtés; mais il 
sulht de connaître un certain nombre de ces diverses 
Parties pour déterminer les autres, il suit en efFet des 
propositions démontrées., relativement aux triangles 
égaux, q U e 1 oh peut toujours construire un triangle 
lorsqu on connaît trois des six choses qui le constituent, 
^ **'^> m * ^ ÊS c ^ oses connues, il Se trouve au moins 
n eu e. our ne rien laisser à desirer sur la théorie 
es nanges, i faut pouvoir appliquer le calcul aux 
constructions géométriques , parC e que l’exactitude 
e ces dernières est^ limitée par l’imperfection des 
Trigonométrie . 6“ édition. x 
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instrumens, tandis que rien n’arrête le calcul, qu’on 
est toujours maître de pousser jusqu’à tel .degré de pré¬ 
cision qu’on veut. Tel est l’objet qu'on se propose dans 
la Trigonométrie rectiligne. 

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer, 
par une suite d’opérations numériques, ou par des for¬ 
mules algébriques, les relations qu’ont entre elles les 
différentes parties d’un triangle, ont dû se trouver ar¬ 
rêtés par la difficulté de faire entrer dans je calcul la 
grandeur des angles, qui, mesurés par des arc» de 
cercle , ne peuvent être comparés avec les lignes 
droites : mais ils ont bientôt reconnu que s’ils pouvaient, 
par un moyen quelconque , calculer un® suite de trian¬ 
gles dont les angles eussent toutes les valeurs possibles, 
cette suite en renfermerait nécessairement un'qui serait 
semb^ble au triangle que l’on aurait à déterminer, quel 
qu’il fût j et qu’alors de simples proportion? suffiraient 
pour déduire les parties du second de celles du premier. 
L’exemple suivant éclaircira ce que ces notions peuvent 
avoir d’abstrait. 

Fi • i. a. Je suppose que, dans le triangle ABC,fig. i re , on 
connaisse l’angle B, l’angle C et le côté BC : on cher¬ 
chera dans la suite des triangles calculés, celui qui a 
deux angles b et c respectivement égaux aux angles 
B et C ; il sera nécessairement semblable au triangle 
proposé ABC\ et puisque toutes ses parties ab, ac, bc 
sont connues, on aura les proportions. 

bc :ab : : bc : ab, bc : ac :: BC: ac, 

■ dans chacune desquelles les trois premiers termes sont 
donnés. On trouvera par conséquent 

BCXab ^__BCXac 
ac - 6 — ; 

et comme on a d’ailleurs A-^a , toutes les parties du 
triangle ABC seront déterminées. 
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3. Maintenant qu’on voit le parti qu’on peut tirer 
d unenntede triangles faits sur tousles angles possibles, 
et dont les côtes seraient calculés, il est naturel de cher- 
dére r r d"7 e ; S , de ^^-nnepareiUesuite. P„„ r c „„si- 
trianirler b0r ' d * CaS ” plu i s "”P le . )• suppose que les 
Eles-n r’f °-i Pr ° P0Se * déterminer soient rectan- 
dans’, „ faC a V ? qU '° n po,lrra l es construire tous 
SX» enabaissan, de chacun des points 

M"n" U 'J 1 *' 2 > des Perpendiculaires MP, M'P r Fig. 

M'c ire' r J 6 ra ' VOn ACy et tirant ,es ra y° n? mc, 
f L>M C ’ etc -> lestnanglçs MPÇ,M f P'C,M"P"C etc 
tormes ainsi, seront rectangles en P P' p " etc L , ' 
angles MCP, M'CP' M"CP" * ’ ’ Ct es 

p° ssibie « ^ ^CxT^cmp, 

z:t oi 

recta 8 1 r<,Cta, ‘ sle8 > «t'ine saurait exister de triangle 
ZZTr ne r t pas é< î” ian S la avtc qoelq»’»» de 
de rema fourn,t ,a construction présente. Il est à propos 

CCS dar " iars une même by- 

potenuse , égalé au rayon de l’arc AB. • 

4. On peut encore former une suite de triangles 
ectangles, ayant tous un des côtés de l’angle droit Lai 
ou rayon du cercle; il soUit. pour cela, d’é ve ° Z 
Sente mdéfinie AT, à l’exJmite du r'a^C eî d,' 
le, J par * ? entre 0 et par les points M,M'M ” etc. 

triangZc!^ ’cA^CAN^'J' ** 4vkle "* que . '** 

U s'e^ trouve a” S e reC,a ” gle; " > larmi «** trianglen , 

tnanglerectancle neC ' SMIrera<!nt UD £e *“i>lable à tel 
triante rectangle qu’on voudra. 


5. Dans les triangles CPM, CP'Jtf', CP tt M n , etc. 
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dont l’hypoténuse ne change pas, les côtés PM, PM ', 
P"M t etc. qui croissent en même temps que les angles 
ACM, ACM', ACM", etc., et que les arcs AM, AM', 
AM", etc. qui mesurent ces angles, ont reçu un nom à 
cause de cette dépendance : la ligne PM s’app*elle le 
sinus de 1 axe AM', laligne PM' estde même le sinus de 
1 arc AM', et ainsi des autres. Il suit de là que le sinus 
d un arc est la perpendiculaire abaissée de Tune des 
extrémités de cet arc , sur le rayon qui passe par l'autre 
extrémité. Les lignes CP, CP', CP", etc. qui diminuent 
lorsque les arcs AM, AM', AM", etc. augmentent, 
sont respectivement égales , comme parallèles com¬ 
prises entre parallèles, aux perpendiculaires MQ, M'Q 
M'Q", etc. abaissées des points M, M', M", etc. sur 
le rayon CB, perpendiculaire au rayon CA j et il 
est évident que les lignes MQ, M'Q', M"Q", etc. 
sont, par rapport aux arcs BM, BM', BM", etc. ce 
que sont PM, P'M', P"M", etc. par rapport aux 
arcs AM, AM', AM", etc., et que par conséquent MQ 
est le sinus dé BM, M'Q' celui de BM', M"Q" celui 
de BM", etc. 

Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraits l’un de l’au¬ 
tre, donnent le quart de la circonférence, sont dits coin- 
plémens l’un de l’autre. Les ai;cs BM, BM', BM" etc 
sont respectivement lès complémens de AM, AM' 
AM", etc.On a désigné les lignes MQ,M'Q',M"Q", etc.) 
ainsi que leurs égales CP,"CP', CP", etc. , sous le nom 
de cosinus des arcs AM, AM', AM", etc. D’après ces 
notions , le cosinus d'un arc quelconque est le sinus du 
complément de cet arc, et est égal à la partie du rayon 
comprise entre le centre et le pied du sinus. 

Les triangles rectangles CPM, CP'M', CP"M", etc. 
qui ont tous une même hypoténuse , sont donc formés 
par le rayon du cercle, et par le sinus et le cosinus 
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centre (*) de a ° S ’ eS aig “ S qui a 80n som “ et au 

6. Je passe aux triangles CA JS!, CA1S\ CAN" etc. 
à'm' ^P otenuses sont ^ es sécantes des arcs AM, AM' 

> e *c., parce qu’on nomme sécante d’un arc le 
™yon mené par une. des extrémités de cet arc, et pro- 
ong jusqu à la rencontre de la tangente menée par 
i autre extrémité. Les portions AN, AN, AN" etc 
P JS S SUr tan & ente AT > S0J * les tangentes des arcs 
AM, AM', AM", etc., parce que l’on est convenu d’ap¬ 
peler tangente d’un arc la partie qu’interceptent, sur 
la tangente menée par lune des extrémités de cet arc 
les deux rayons qui le terminent (**). 

7- Si. par l'extrémité B de l'arc AB, f, g . 3, 0 n mène Fi 
la tangente Bn prolongée jusqu’à ce qu’elle rencontre 
la sécante CN, la ligne Cn est la sécante de l’arc BM, 
complément de AM , et se nomme la cosécante de Am\ 
a ligne Bn, tangente de BM, est la cotangente de AM\ 
parce qu on appelle cotangcnte et cosécante d’un arc, 
la tangente et la sécante de son complément. La cotan¬ 
gente et la cosécante, comme on voit, ne font pas partie 
des mêmes triangles que la tangente et la sécante, ainsi 
que cela arrive pour le sinus et le cosinus. 

8. Les tangentes et les sécantes ont avec les sinus at 


P La P mic AP du rayonne, comprise entre le pied du sinus 
, e *** m,u5 de l’arc, se nomme sinus V erse. Celte ligne, d’ailleurs 
n est u aucun usâgeen trigonométrie. 

îd S* T tS SéCante Ct tnn ^nte, pris dans une ac 
■ t I enle de celIe q u ’® n lcar donne dans les Élémens de 
comt rie. Dans cette partie «les mathématiques, la sécante et-la 
tarigen c sont ( es droites indéfinies, dont l’une coupe le cercle, et 
autre c touc îc , mais en trigonométrie, les mêmes denémihations 
^appliquent toujours à des lignes d’une grandeur déterminée : quand 
rl peut y avoir équivoque , ou appelle ces dernières tangentes et 
sécantes tngonométriques. 
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hs cosinus tiesrelations très-simples, au moyen desquelles 
on peut trouver hs unes lorsqu’on connaît les autres. Les 
tnan^ies LPM et CAN étant semblables , donnent 

CP : PM : r CA 1 AN, cTou l’on tire AN — P^X CA 

CP * 

mettant, au heu des lignes CP, P Met AN, leur désigna¬ 
tion, savoir: cos AM, sinAM et ta ne, AM, et représen¬ 
tant le rayon CA par P, on aura tang AMzz= Rsm ^^ w 

TH A . COS AM^ 

Des mêmes triangles CP Met CAN, on déduit aussi 

CP l CM : ; CA ; CN, ce qui conduit à CN — ÇJ^XCA 

CP * 

mais CN ==i séc AM, CM^z CA—R, CP == cos AM : 

donc séc AM— —~— 
co s AM' 

Si r ° n com pare entre eux les triangles CAN et 
CBn qui sont encore semblables, puisqu’ils sont tous 
les deux rectangles, et que l’angle ACN = CnB 
comme alternes internes par rapport à la sécante Cn ! 

on aura la proportion * 

^ % CAy. CB ou CA iBn , 

qui donne 


^ n — 2n * ce qui revient à cot AM= - ^ 

- * tan S AM 

Cette proportion et celle qui a été trouvée bour la 
socante , font voir que te rayon est moyen proportion¬ 
nel entre , a sécante etU / osinuS ' J n P VSg* 

et la cotangente , puisqu'on a ° 

cos AM'X. eécAMz=J{ a t tang AM X cot AM= R*. 

i°. Avec ce qui précédé, il ne manque plus, pour 
etre en état de construire les tables nécessaires à la 
trigonométrie, que de connaître les moyens de calculer 
les sinus et les cosmus seulement. Le cosinus même se 


DIE TRIGONOMÉTRIE. 7 

déduit immédiatement du sinus ; car le triangle rec¬ 
tangle CPM, qui les contient l’un et l’autre, et qui a 
pour hypoténuse le rayon, donne 

PM-\- CP—CM oursin AM}*{cas AM)*— r- 

c est-à-dire, que le quarté (fît ray on est égal à la somme 

es ÇUQrrés du sinus et du cosinus, d’oùilsuit 
cos AM— lÆ — ( sin AM )\ 

La proposition suivante , qui donne l’expression du 
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de 
deux arcs, mérite la plus grande attention, parce qu’elle 
renferme implicitement toutes les propriétés des sinufc 
et des cosinus. 

11 • Soient deux arcs quelconques a et b ; on aura 

f a K ' __ Sin a. cos b ± sin b. coj a 

; ~ R 

cos (arhb= * ***' C(wb ?^a.^b 
J R 

Pour le prouver , je prends sur le cercle AMB,fig4, Fig. 
1 arc AM=sa ; je porte de chaque côté du point il/les 
arcs MN et MIS', égaux à b ; je tiré la corde A7V' ; 
des points 2V, M , jV', j’abaisse sur le rayon AC, les 
perpendiculaires NQ, MP, N'Q ' ; par le point M t 
je mène le rayon MC, et du poiut E, où il rencontre 
la corde -NN\ j’abaisse sur AC la perpendiculaire EF; 
par les points E et N je mène les droites ED , iV'G pa¬ 
rallèles à AC. 

Cela fait, je remarque , i°. que NQ est le sinus de 
VncAN^AM^MN—a+b; et que CQ est le 
cosinus du même arc; sf. que N'Ç' est le sinus de 
1 arc AN — AM — A/A'-=a— b , et que CQ' en est le 
cosinus. Mais la corde JVN' étant nécèssaireinent par¬ 
tagée en deux parties égales au point E, puisque le 
rayon CM passe par le milieu de l’arc JSN , d’après 
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la construction, il suit de la similitude évidente de® 
triangles N ED, NN'G, que NG est aussi divisé© en 
deux parties égales au point D, et que DN= DG. 
De plus, GQ = N'Q', DE = FQ, à 

cause des parallèles ; et comme DE est la moitié 
de JY f -, FQ sera la moitié de Q'Q ensorte que 
Q'F=QF=DE. Enfin 

N Q—DQ + DN—EF+DN, 

N'Q'— GQ^rzDQ — DG—EF — DN, ' 
CQ= CF— FQ ~CF — DE, 

CQ'— CF+ FQ—CF + DE-, 
mettant pour NQ, N'Q', CQ, CQ', leurs désigna¬ 
tions respectives , savoir : 

sin ), sin (a— b'), cos (a-f-6) , cos ( a —b ) , 

j’aurai 

sin (a + b)=TEF+DN, cos (a + b)=^ CF—DE, 
sin ( a — b}.z=^EF — DN, cos (a— b ) = CF -f -DE. 

II ne reste plus qu’à calculer les quatre lignes EF, 
CF, DN et DE ; les deux premières s’obtiennent par les 
triangles semblables CMP et CEF, dont on tire 
CM : pm : : CE : EF, CM : CP :: CE: cf. 

Or, puisque AM-=.a, j’ai PM^=z sin a , CPz=. cos a ; 
il suit aussi des définitions du sinus et du cosinus (5) 
que ENestle sinus de l’arc MN, que CE en est le co¬ 
sinus, et que par conséquent EN—sin b, CE^= cos b; 
d’ailleurs CM = R : substituant ces valeurs dans les 
proportions ci-dessus, je trouve 

PMX.CE' sinacosb 

EF: =—cm-=~r— ‘ 

ri7 CP x CE cos d cos & 

CM R * 

Je compare ensuite les triangles CMP, DEN , qui 
«ont semblables, parce que les côtés du second sont 
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perpendiculaires à ceux du premier, et je déduis de ces 
triangles, 

cm : EN:: cp : DN, CM: en::pm\de. 

Substituant aux trois premiers termes de chacune de ces 
proportions, leur désignation rapportée ci-dessus, elles 
donnent 


DN— 


EN X CP sin b cos a 
CM R * 

PMxEN sin a sin b 


DE = _ _ 

. CM ~ R * 

Réunissant ces valeurs aux précédentes pour former 
celles de sin (a-|-Z>) et de sin (a — b ), il vient les quatre 
équations 

jsin (a+ A) — sin - — l ± sin * cos ° 


* sin (a — b) — 
f cos (a + £) = 


sin a cos b — sin b cos a 


cos a cos b — sin a sin b 
R. * 


(. cos (n M — cos a cos b H- «n a sm b 

. R 

qui se réduisent aux deux qui composent l’énoncé de la 
proposition. 

Avec ces équations, on peut trouver le sinus et le 
cosinus d’un arc double, triple, et en général multiple 
de celui dont on connaît le sinus et le cosinus. En effet, 
si l’on prend successivement 6 = a, Z»= 2 a, on aura 

Î 2 sin a cos a 
s , na «=—-—, 

cos a? — sin a* 

cos aa =---, 

R 

sin 3 a — s * n a cos 2g s * n 2a cos a 

R * 

cos3a = cos gcos —sin a sin 2 a 
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et on tirera des deux dernières équationssin 3a et cos 5 a 1 

lorsque sin sa et cos sa seront calculés. 

12. L’équation sin aa =z^-~^- t conduit aussi 
du sinus d’un arc a, à l’expression du sinus de sa moitié. 
Si 1 on remplace cos a par sa valeur t/ R* — sma 2 f*> 
il vient alors 


sin aa = g_sin « si na » 

H * 

et en élevant au quarré , on trouve 

H 2 sin aa 2 =4Æ 2 sin a a —. 4 sin 
prenant sin a pour l’inconnue dans cette équation qui 
peut se résoudre à la manière de celles du second de-ré 
on obtient 0 * 

»iri«=± Vi«‘±iJÎV>—«nstf-, 

° n fe,t 2a==a '’ on aura a —1. u^par conséquent 

sinin'^i V^rh^/îy^-sin^'; 
ou sin a V=:±i l/^fBzsRcosa', 

en mettant cos «'» au lieu de R *—,fn *'» (i o), en multi¬ 
pliant les quantités sous le radical par 4, et en divisant 
au-debois par a , ce qui ne change rien à l’expression. 
Telle est la formule qui donne le sinus de la moitié d’un 
arc 4 lorsqu’on a celui de cet arc. 

i3. On peut arriver à ce réaultatpar une construc¬ 
tion très-simple. 

Fig. 5. Si l’on divise l’arc AMJi*. 5, en deux parties égales, 
la corde AQM se trouvera également divisée en deux 


(*) Le Lecteur est prévenu que dorénavant je désignerai le quarré 
du sinus de .i>c fl par sin a\ expression qu’il ne faut pas prendre 
pourlcsinus du quarré de Pure a, ainsi sin a» = ( sin a) 1 . 
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partie^égales, et QM sera le sinus de MIS on de laraoitié 
de AM\ le triangle AMP , rectangle en P , donnera 

AMz=S/pM + Âp] 

et comme AP =: AC — CP=R — coaAM= R—cos a', 
que d’ailleurs PM — sin A Mutina , on aura 

AM=t/ sirîô^f^TF—2/ïcosa' -f-cosn' a = 2 R J —2/ïcosa', 

à cause que sin a'* -f- cos a' a =R 2 ( 10) -, et on en dé¬ 
duira 

QM =^A QM— l \/ % R* —2/ïcosa'. 

On ne trouve de cette manière que la deuxième 
valeur de sin ’ d : l’autre est MQ car l'arc MN' A' 
qui compose , avec l’arc AM, la demi-circonférence, a 
aussi pour sinus PM, puisque cette ligne est bien en 
effet la perpendiculaire abaissée de l’extrémité M sur 
leTayon CA ' qui passe par l’autre extrémité ( 5 ) ; et rien 
dans l’équation d’où l'on est parti, ne faisant connaître 
lequel de ces deux arcs on se propose de diviser, on 
^loit trouver en même temps le sfnus de la moitié du 
premier et celui de la moitié du second. Suivant la 
Construction , on aurait 

A' M =3= V PM -\- A'P a — \/pM+ ( A'c + CP ) a 

= V sin a' a (fl - fcos a')* 

~ }/sin ù‘ u -f- K 2 -J- 2 R cos a' -f- cos a' a 
~ V/ 2/1* -f- Mi cos a t 
et par conséquent 

MQ' =sin 5 d ==5 cos d, ^ 

résultat qui est la première valeur de sin \ a f . 

Il faut bien observer que, quoique sin ti soit le même 
dans les deux valeurs de sin | a', l’arc a' est différent ; 
pour l’une d elles, cet arc est AM, et pour l’autre A'M, 
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qui est le supplément de AM, car on entend, par le 
supplément d'un angle ou d'un arc, ce qu'il faut ajouter 
« cet angle ou à cet arc pour en faire deux droits, 
ou la demi-circonférence. On conclura aussi de ce qui 
précédé, que le sinus du supplément d'un arc est le 
meme que celui de cet arc. Je donnerai plus loin des 
notions generales sur les différens arcs qui peuvent avoir 
le même sinus, la même tangente , etc. 


*4. « suit de ce qui précède , que le sinus d’un arc 
quelconque AN est la moitié de la corde AM de l’arc 
double ANM, et que la corde AM e st le double du 
sinus de l’arc AN, moitié de ANM } de manière que 
lorsque les sinus sont connus, on en déduit les cordes , 
et vice versa. * 


i5. Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinus 
que l’on a besoin de calculer, mais seulement leur 

F /^ PP ° rt 3 y eC le Ta y° n ’> P uis q“’il suffit de connaître 
tig. dans tous les triangles CPM, CP'M', etc., f, s . 2 l es 

rapports'que les. côtés ont entre eux. On peut en con¬ 
séquence, pour plus de simplicité-, prendre le rayon 
pour unité, et exprimer les sinus PM, P'M', etc. en 
parties décimales de cette unité, ou , comme on’le faisait 
autrefois / supposer ce rayon divisé en 100 ocîo parties. 


16. Il est à propos d’observer que la longueur d’un 
arc est toujours moindre que celle &rsâ tangente, et 
plus grande que celle de son sinus. En effet, si’ on 
Fig. 6. prend au-dessous du rayon AC,fig. 6, l’drc AM' — 
AM, que l’on tire de la corde MM , e t que l’on mène 
les Rentes il est facile de voir que ces 

tangentes doivent rencontrer toutèS deux le rayon AC 
dans un même point, puisque le?, triangles CMT et 
CM' T, sont égaux. Les lignes Ü/T" et M' tétant égales 
aussi bien que les lignes PM et PM', et les arcs AM et 
AM', oq aura a AM < iMT et o.AM> 2PM, parce 
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•qi'e la longueur d'un arc d e cercle est comprise entre 
celles des portions correspondante, des polygones ins- 

T e Y^“ £ Gé0m - l5 0C«); «l'on eu con- 
dura AM<^MT, AM> PM. 

Je ferai remarquer à cette occasion , que le rapport 
en re a tangente et le sinus*d’un arc tend sans cesse 
vers 1 unité, à mesure que l’arc diminue; en effet, de 

tang a== Ü^Liî on t; rp sin a 

6 cos a' 1 .tâng^ = . cos c; et connue 

cos a approche sans cesse de l’unité, il s’ensuit que la 
tangente et le sinus approchent aussi de plus en plus 
de légalité, parce que la limite (Alg. de leur 

rapport est l’unité. 

JT I ' sui * éV i demmen,de U - valeur delà tan- 

gente et celle du sinus d’un petit arc AM, ne diffèrent 
point dans un certain nombre de leurs premiers chiffres, 
ces mêmes premiers chiffres donneront aussi une va-* 
eur approchée de l’arc. En prenant, par exemple 
*****—- 0,0001 , on trouve 

CP=\/£ÏÏL^j ? =0B99 S99 9g5j 


et 


MT — CM X p M 

çp —0,000 100 000 000 5, 


ceSam re P T U j 0n ci - dcssos est un cas particulier c 

*en f Jvfj fT T 1 Snnt PartOUt cor "' e * e * àan» le mém 
la ligne droite f” qu’elles s’écartent davantage c 

intérieure h la en°" à ,a ,i & nccourb c ACB ,fig. - 

plus couL que T r ; nf’ ünC taDgentC ° E : CCttC 
ensuite par i es " r, , ’. et on a ” ra ADF. B <^AMB. Tirai 
tangentes FQ \k ü ( L ’ ,nlCT ™**»«resentrer et C, Ce t B, 1 
qui sera moindre m , 8 UnC n °“ vd,e ,ignC brisce AFGIKl 

. JK < IE + F K S*. P rcm,è ï c » P uis( ï uc FG <FD-h DC 

nière une suite indefinieîé r *7-'°7 COnstruira dc ,a m 

mal. encor. v ,l ows le . 


Fig. 7 . 
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valeur qui ne diffère de PM qu’au treizième chiffre; 
on peut donc prendre ce nombre pour la valeur de 
lare AM exprimé en parties du rayon (*). 

18. Pour appliquer les formules des n°* ia, n et 10, 
il faut connaître au moins le sinus de l’un des arcs com¬ 
pris dans le quart de cercle; or il y a deux de ces arcs 
dont le sinus est facilement connu , savoir, le quadrans 
et son tiers. En effet, Le sinus du quadrans n’est autre 
chose que le ray on,.et le sinus du tiers de cet arc est 
égal à la moitié du rayon. 

La première de ces valeurs est évidente parla figure 2; 
et la seconde résulte de ce que le côté de l’hexagone 
inscrit, ou, ce qui est la même chose, la corde des f 
Fig- 8. du quadrans ,fig. 8, est égale au rayon (Géom. 146); lj& 
moitié de cette corde sera donc le sinus de ^ du qua¬ 
drans (14). 

En partant du quadrans entier, la formule 
sin £ al = \ \/ 2 R — 2 R cos cl 
donne le sinus dé la moitié , puis celui de la moitié de 
cette moitié ou du quart du quadrans, et conduit à 
toutes les fractions comprises dans la suite 

v>Z>ï»T?» 3T» etc. 

(*) La même chose se prouve en réduisant en série l’expression de 

Ja tangente. En effet, on a tang -- sm g /o > 

cos« i/rr s -î^ * o; > 
sin a . . _i. 

ir,ai8 7 7— . =sing(t — sm a 3 ) * ; développant la dernière 

V 1—sin a * 

rpjantué, par la formule du binôme, on trouvera 

tang a=sin a sin a 3 -f-£sin a * -f-etc. 

Il est évident qnc tant que sin n sera une peiite fraction décimale, 
le terme \ sin a 3 ne pourra influer qne sur les derniers chiffres de 
t expression de tang n, et que dans les premiers on aura tangn=$in a. 
Pour sin rt=o,oooi, on a £ sin «3 =0>000 OOÛ 000 QQO 5 r £ u ]_ 
tnt qui ne peut changer que le treizième chiffre. 
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U même formule, lorsqu’on part du tiers du qua- 
tiranà, détermine successivement le sinus des fractions 

ïï» rj j r?, etc. 

de cet arc. 

On voit par là que s’il ét^t divisé en un nombre de 
parties égal à quelqu’un de$dénominateurs des fractions 
ci-dessus, on trouverait directement le sinus de chacune 

e ses parties, et on en formerait une table, en les 
inscrivant à côté des arcs auxquels ils appartiennent j 
mais il n’en est pas ainsi : les astronomes Indiens seuls 
paraissent avoir divisé le quadrans en 24 parties, pour 
en calculer les sinus. Un usage très-ancien , et ensuite 
d’autres raisons, ont fait adopter des divisions différentes 
des progressions indiquées ci-dessus. 

19. On divisait autrefois la circonférence entière en 
3 Go parties qu’on appelait degrés; on subdivisait ensuite 
chacun de ces degrés en 60 parties appelées minutes t 
chacune de ces minutes en 60 parties appelées secondes ; 
chacune de çes secondes en 60 parties appelées tier¬ 
ces, etc. La marque des degrés est le caractère 0 placé 
à la droite du nombre et au-dessus , celle des minutes', 
celle des secondes ", celle des tierces ", etc., ensorte 
que 42° 3 i' 14" 5 " signifie 42 degrés 3 i minutes 14 se¬ 
condes 5 tierces. 

Puisque dans la mesuré des angles on n’a aucun égard 
a la valeur absolue des arcs, mais seulement à leur 
rapport avec la circonférence entière, il semblerait 
fort naturel de la prendre pour l’unité , et d’exprimer 
les arcs par des fractions, soit quelconques . soit dé¬ 
cimales. Cependant quelques considérations particulières 
ODtdéterminé les Savans chargés de la réforme des poid s 
et mesures, à prendre l ^pgle droit pour l’unité des 
angles, et par conséquence quart de cercle ou qua¬ 
drans pour l’unité des arcs. Ils l’ont divisé en cent 
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parties égales qu’ils ont nommées grades , et qu’ils 
ont substituées aux anciens degrés; puis chacun de ces 
grades en cent parties égales. Ces dernières divisions 
remplacent les minutes, et peuvent être subdivisées 
autant qu’on le voudra, suivant la progression décimale. 

En employant dans le cours de cet ouvrage la nou¬ 
velle division du cercle , j’exprimerai les arcs par des 
nombres décimaux écrits à l’ordinaire ; mais je placerai 
au-dessus du chiffre des unités , et à droite, la lettre 
pour désigner que l’unité est le quart de cercle , et pour 
empêcher qu’on ne confonde les mesures d’arcs avec 
les autres nombres, o?, 435 , par exemple, représentera 
l’arc égal à -fâgs ou -£$£5 du quadrans, et sera par 
conséquent composé de 43 grades et 5o miputes (*). 

20. Le rayon du cercle sur lequel on se propose de 
construire les tables étant 1 , et sa circonférence étant 
F*g. s- désignée ordinairement par 2 jt, le sin de AB^Jig. 9, 
ou sin l x = i ; on a d’ailleurs cos ^ *-=o : faisant donc 
a'~^ 7 r la formule sin |a'=i \/ ali u — 2 R cos a' (i3) 
fait voir que le sinus de la moitié du quart de cercle ou 
de j *• est il/ 2 (**)• 

(*) Il parait que les principales raisons qui ont fait choisir l’an;;le 
droit pour unité, sont, i*\ que le cercle entier, à proprement parler, 
Fig- 2. ne mesure point un angle, puisqu’alors le rayon mobile CM,Jig. a, 
est revenu s'appliquer sur le rayon CA 5 20. que le sinus, auquel on 
rapporte toutes les autres lignes trigonométriques, prend dans l’c- 
tendue du quart de cercle, ou de l’angle droit, toutes les valeurs 
dont il est susceptible. 

[**) On peut anssi s’en convaincre a priori, puisque le triangle 
Fig. r~ CMPt fiS- 9 1 cst alors isoscèlc, et que l’on a par conséquent 

ÎPM % =~CM=\ t 

d’où ^ 

PM =ï = j et PMV ï = V* x i ssïV» 


L’are 
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L’arc AIi = ^vr, étant pris pour unité, AM sera 
de o ?,5 : on aura donc 

sm o’, 5 =coso ’,5 \/ 2 —°»7°7ioS78ii86 

Maintenant si on fait o *,5 = a, on trouvera 
sin i a ' = sin o*, 25 = 0,382683432365, 
cos^a'=cosoî,25=d , ^238795325ii ; 

mais en continuant ainsi de partager chaque arc en deux 
parties égales, on ne tombera sur aucune des parties 
décimales du quadrans : on parviendra seulement à des 
arcs de plus en plus petits, et qui par cette raison appro- ’ 
Cheront sans cesse d’ètre égaux à leurs sinus (17). 
A la quatorzième division , par exemple, on arrive à 
un arc qui n’est que 75^ du quadrans, et dont le 
sinus est 0,000 oc >5 8 7 3 799, moindre par conséquent 
que 0,0001 : la petitesse de cet arc est donc telle, 
qu il ne différera point de son sinus dans les 12 premiers 
chilFres décimaux. 

A plus forte raison en sera-t-il de même pour les 
arcs moindres ; or il est visible que tous les arcs qui se 
confondent avec leurs sinus et leurs tangentes , sont 
proportionnels à ces lignes : il vient donc 


d’où 


sin 


1? 



ou :: 


1? 

100000” 

ÎOOOOO : 


1? B 1? 

i 6384 * îoooeo * 

i 6384 . 


sinoî,00001 


i 6384 sin 


i 6384 


= 0,000 oi 5 707 963, 


lOOOCO 

au moins dans les douze premières décimales. On trou¬ 
vera par la même raison 

sin o»,00002 = 2 sin 0?,ooooi 
sm o*,oooo 3 = 3 sin o*,cooot 
sm o*,00004 = 4 sin O *,coooi 

etc. 

Trigonométrie. 6 e édition, 2 
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Ayant soin de calculer en même temps le cosinus et la 
tangente de chacun de ces arcs, on verra qu’on peut suivre 
cette voie jusqu’à l’arc dont le sinus et la tangente se con¬ 
fondent encore dans les douze premières décimales. 

Si l’on ne voulait avoir les valeurs approchées que jus¬ 
qu’à la huitième décimale, on pourrait pousser ainsi 
jusqu’à l’arc de o*,oor. 

Pour s’élever ensuite à des arcs plus grands, on se 
servira des équations 

sin 2a = 2 sin a cos a 
cos o.a = cos a a —sin a* 
sin (a ±L b) = sin a cos b ± sin b cos a 
cos (ait. b) = cos a cos b sin a sin b\ 
faisant successivement a=ro’,ooi , a-=o ? ,oo2, etc. dans 
les deux premiers, on en déduira 
êin o’,002, cos o’,oo2, sin o 7 ,oo4i cos 0^,004, etc., 

et prenant ensuite «=0^,001 , b= 0 ? ,002, «—0^,002 , 

b— o*,oo3, etc., on obtiendra, par le moyen des deux 
dernières, 

sin 0 ^, 003 , cos o*,oo 3 , sino?oo 5 , coso*,co 5 , etc. 
Cet exposé suffit pour faire concevoir comment on a 

pu foi mer les tables trigonométriques. 11 existe d'ailleurs 

des méthodes plus expéditives pour calculer les sinus des 
arcs quelconques, par le moyen de séries convergentes 
quisedéduisentdeséquationsdu numéro 11 .Onlestrou¬ 
vera dans l’Introduction de mon Traité du Calcul diffé¬ 
rentiel et du Calcul intégral. 

at. Pour faciliter les calculs on a substitué depuis 
long-temps aux valeurs des sinus, cosinus, tangentes et 
cotangentes, leurs logarithmes; et dans la plupart des 
tables, on ne trouve plus que ces derniers; ensorte que , 
par leur moyen, on résout toujours l’une ou l’autre de 
ces questions : 
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i®. Ln arc étant donné, trouver le .logarithme de son 
sinus , ou de son cosinus, ou de sa tangente, ou de 
’SO. cotangente. 

u?.Connàïssant le logarithme du sinus , ou du cosi¬ 
nus, ou de la tangente , ou de la contangente d'un arc , 
trouver cet arc. 


La solution de ces questions^ïent à la disposition des 
tables, disposition qui n’est pas la même dans toutes, et 


qui se trouve toujours expliquée en tete de chacune 
d’elles; c’est pourquoi je n’en parlerai point ici. Je 
nie bornerai a indiquer les tables de Callet, comme les 
meilleures relativement à l’ancienne division, et cellesde 
Borda, ou celles de MM. Hobert et Ideler, par rapport à 
la nouvelle. 


Les tables trigonométriques n’embrassent que l’étendue 
du quart de cercle ; mais elles donnent malgré cela les 
sinus et les cosinus, les tangentes et les cotangentes, pour 
tous les arcs , quelque grands qu’ils soient, ainsi que je 
vais le faire voir en examinant la marche des lignes 
trigonométriques par rapport aux divers degrés de gran¬ 
deur par lesquels peut passer un arc de cercle. 

22. Pour bien comprendre ce qui va suivre, il faut se 
pénétrer d’avance de la continuité qui règne toujours 
entre les dilferens résultats qu’on déduit d’une même ex¬ 
pression algébrique , ou d’une meme construction géomé¬ 
trique, et qui consiste en ce que chaque valeur que prend 
J expression dont il s’agit, est toujours précédée ou suivie 
de valeurs qui diffèrent aussi peu qu’on voudra de la pre¬ 
mière ,eten ce que , dans quelque partie que ce soit d’une 
ligne , on peut toujours concevoir deux points qui soient 
aussi voisins lVh de l’autre qu’on voudra. Cela posé, si 
on conçoit q Ue ] e ra y 0n yj lC,fig. 10, d’abord couchéFij 
sur A.C, tourne autour du point C , comme sur une char¬ 
nière , ce layon formera successivement, ayec AC,to\xs 
les angles possibles ; et le point M , situé à son extrémité, 


10. 


2.. 




30 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

passera sur tous les points de la circonférence du cercle 
AB A' B' A , ou, ce qui est la meme chose, la décrira En 
suivant avec attention le mouvement que je viens d’indi¬ 
quer, on voit d’abord qu’au point A , où l’arc est nul, le 
sinus est nul aussi, et le cosinus ne diffère pas du rayon 
AC. Lorsque le rayon CM s’est détaché de AC , le sinus 
PM augmente à mesure que le point M, que j’appellerai 
désormais le point décrivant , s’avance vers B ; et quand 
il y est parvenu , PM devient égal à CB , Ou au rayon. 
Dans les mêmes circonstances, le cosinus PC diminue 
sans cesse , et devient nul lorsque le point M est en B\ 
l'angle ACB est alors droit, et l’arc AB—±tt. Le point 
M continuant son mouvement au-delàdu point/?, le sinus 
décroît, et le cosinus , qui tombe maintenant sur le dia¬ 
mètre AA ', d’un côté du point C, opposé a celui où il 
était avant le point B, augmente. C’est ce que prouve la 
seule inspection de la figure : P'M', sinus de ABM', est 
moindre que BC, sinus de AB , et CP', cosinus du pre¬ 
mier de ces arcs, surpasse le cosinus du second , qui est 
nul. Il est à propos de remarquer que P'M' et CP' sont 
respectivement le sinus et le cosinus de l’arc A’M', 
compté du point A' et supplément de ABM' -, d’où il suit 
qu’un angle obtus a le meme sinus et le même cosinus 
que son supplément. 

Lorsque le point M' est parvenu en A' le sinus est nul 
comme au point A , et le cosinus est encore une fois égal 
au ravon. Au point A' , l’arc AB A' est égal à la denii- 
circonférence, ou à rr ; l’angle ACM. a atteint sa plus 
grande limite, mais rien ne s'oppose à ce que le rayon 
CM et le point décrivant ne continuent leur mouvement, 
en passant au-dessous du diamètre AA'. Le sinus, qui 
devient alors P"M", tombe aussi au-dessous du dia¬ 
mètre , et augmente à mesure que le point/!/" s’approche 
de B', tandis que le co.dnus CP" diminue. Au point B\ 
■çfù l’arc AB A'B' est les^ de la circonférence, ou £7r. 
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l’un est égal au rayon CB', et l’autre est nul. Enfin» 
depuis Æ'-iusqu’en A , le sinus P W M'\ toujours au-des¬ 
sous de AA', diminue sans cesse, et le cosinus CP", qui 
se trouve alors du meme côté où il était dans le premier 
quart de cercle AB , augmente «^devient égal au rayon 
en A. A ce point le sinus est nul, le point décrivant a 
achevé une révolution , mais il en peut recommencer une 
autre ; et considérant toujours comme un seul arc la to¬ 
talité du chemin parcouru par ce point, depuis le com¬ 
mencement du mouvement, il en résultera des arcs plus 
grands que la circonférence , et qui auront les mêmes 
sinus, cosinus, tangentes, cotangentes, que ceux qui 
ont été décrits dans la première révolution. Ces considé¬ 
rations mènent à des conséquences très-importantes pour 
1 analyse, et que j’ai développées dans mes Traités de 
Calcul différentiel et de Calcul intégral. 

û 3 . Il faut chercher maintenant comment les expres- 
eions algébriques des sinus et des cosinus répondent au£ 
diverses circonstances que je viens d’exposer. Pour 
cela, jè fais d abord a=iîr dans les équations 
cos (a ± 6) = cos a cos b qr sin a si n b 1 

sin (a±.b) =sin acosù± sin ùcosa J.^ 

En observant que cos jt=o, et que sin ou 

trouve 

cos ( jTrrhù) sin b } 
sin (± 7 r±.b) =cosù. 

Il faut remarquer deux choses dans ces expressions, 
savoir , l eur va ] eur absolue, et le signe dont elle est 
affectée. 

Cette valeur se vérifie sur la figure; car AB étant 
£ v, si on P r end l’arc BM' pour b t l’arc AM' sera 
!*■-{-6; mais P'M' étant le sinus de A'M' aussi bien 
que de AM' t sera le cosinus de BM' ou de b , tau¬ 
dis que CP' en sera le sinus. 
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Quant au signe —qui affecte cos il en 

résulte que si l’on regarde comme positifs le sinus et le 
cosinuî d’un arc moindre que le quart de la circonfé¬ 
rence , le cosinus d’un arc plus grand sera négatif, 
tandis que son sinus sera positif. Si l’on fait aussi t, 
on aura cos rr ~— i , sin x — o. 

Supposant ensuite que, dans les équations (A), 
c=jr, on obtiendra, d’après ce qui précède, 
cos (-r zt b) ~ — cos b 
sin (-rdzù) =qz sin b. 

La valeur absolue de ces formules peut se vérifier 
aussi facilement que celle des précédentes : leur 
signe montre que tout arc compris entre tt et | *• 
aura son sinus et son cosinus négatifs 7 et lorsque 
b=i r, on a 

coSi‘T = o sin|îr = — i. 

. Enfin quand «=§*•. les équations (A) se réduisent, 
en vertu des valeurs précédentes , à 

cos (|îri!zé) =±sin b , 
sin (f*±:ù)= — cosb , 

et il s’ensuit que tout arc compris entre | tt et 4 ou 2 TT, 

a son cosinus positif et son sinus négatif. 

En récapitulant ces résultats on verra, 
i°. Que depuis le point A jusqu’au point A f , où l’arc 
ABA'=rr, les sinus sont positifs ; 

2°. Que depuis le point A' jusqu’au point A, où l’arc 
ABA r B'A—ïTr , c’est-à-dire de jusqu’à 2les sinus 
sont négatifs ; 

3°. Que depuis le point A jusqu’au point B , où l’arc 
*•, les cosinus sont positifs ; 

4 °. Que depuis le point B jusqu’au point B' y où l’arc 
ABA'B'^-' 71 ) c’est-à-dire de ~ 7rà|7r,les cosinussont 
négatifs; 
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5 °. Enfin, que depuis le point B' jusqu’au point A , où 
l’arc A DA'B' A — 2?r, c’est-à-dire de j 7r à 27 r, les cosi¬ 
nus sont positifs : 

Et l’on remarquera sans peine que les sinus changent 
de signe lorsqu'ils passent au-dessous du diamètre A A', 
et les cosinus, lorsqu’ils passeÜfrd’un côté à l’autre du 
point C, ou qu’ils tombent en-deçà ou en-delà du dia¬ 
mètre BB', perpendiculaire au premier. 

Avec ces attentions, on étendra les formules du 
n° 11 à toutes les grandeurs possibles des arcs AM et 
MN, fîg. 4 > et les valeurs conclues de ces formules s ac- Fig. 
corderont avec celles qu’on déduirait de la construc¬ 
tion et des raisonnemens du n° cité, si on les appli¬ 
quait immédiatement aux arcs proppsés, exercice 
qui peut être utile au lecteur. 

24- En suivant le coursdes tangentes on trouvera qu’elles 
augmentent sans cesse depuis le point A,Jig- io, jusqu’au Fig. to* 
point B , où l’arc AAI est devenu égal à {x. A ce point, 
la sécante NC, se confondant avec CB , est parallèle à 
la tangente AN, et ne la rencontre par conséquent plus ; 
ensorte que l’arc AB n’a point, à proprement parler, 
de tangente trigonométrique. On dit cependant que sa 
tangente est infinie j mais par cette expression, il faut 
entendre qu’en prenant le point M aussi près du point B 
qu’il sera nécessaire , on trouvera une tangente AN 
plus grande que telle quantité qu’on voudra. C’est aussi 

. sin a . , 

ce que prouve 1 équation tang a = q , qui donne 

pour tang a une valeur d’autant plus grande , que cos a 
est plus petit, ou qu’on approche davantage du point B. 

Lorsque a =o î , 5 o, il vient cos a=sina et par 
conséquent tang o’,5o— i. 

On prouve la même chose par le triangle CAN^/ig- q, pjg, ^ 
qui devient isoscèle dans ce cas, puisque l’angle ACN 
étant égal à la moitié d’un droit, il en est nécessairement 
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de même de l’angle ANC ; la tangente AN est donc? 
égale au rayon. 

io. Quand l’arc AM , fig. 1 o, est plus grand que \ , w, le 
rayon CM ne rencontre plus la ligne AN au-dessus du 
diamètre, mais au-dessous. La véritable tangente AN' 
est cgale, ainsi qu’il est facile de le voir, à A* ri tangente 
de 1 arc A'M' , supplément de AM' , mais se trouve pla¬ 
cée dans un sens opposé. Dans le troisième quart du cer¬ 
cle , la tangente , qui a été nulle au point A' , repasse au- 
dessus du diamètre AA' , et v/iVest encore la tangente 
de l’arc AA'M". Le rayon devenant encore parallèle à 
AJ\ , au point B', la tangente est encore infinie à ce 
point, passé lequel elle revient au-dessous du diamètre ; 
en effet, 1 arc AA'M' U } par exemple, a évidemment pour 
tangente AN', 

a 5 . Je vais examiner maintenant ce qui résulte de 

. sin a 

I expression algébrique tang a =-. 

cos a 

Il est visible que sa valeur sera positive dans tous les 
cas où le sinus et le cosinus seront de même signe, ce 
qui a lieu depuis o jusqu’à , et depuis rr jusqu’à § tt; 
elle sera par conséquent négative depuis £ ir jusqu'à-T, 
et depuis f-r jusqu’à g tt • d’où il suit que, pour les tan¬ 
gentes comme pour les sinus et pour les cosinus, leschan- 
gemens de signes correspondent aussi aux changemens 
de situation. On trouverait de même que les cotan¬ 
gentes sont positives depuis o° jusqu’à '-*■, depuis tt 
jusqu’à , et négatives depuis £7 r jusqu’à tt, depuis 
jusqu’à 2 t. 

26. Dans le calcul on rencontre quelquefois des arcs 
négatifs : leur sinus et leur cosinus peuvent aussi se 
déterminer par les formules du n° 11. L’expression de 
sin (a — b ) changeant de signe quand on y change a en b 
et b en a, faitvoirque sin (6 — c) —sin (a — b): 
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ainsi quand a>b, l’arc négatif b — a a un sinus néga¬ 
tif. 

Si l’on construisait la figure 4* dans cette hypothèse, Fig. 4 *« 
en prenant AM—b, MN—a , et portant ce der¬ 
nier arc au-dessous du point M, pour opérer comme il a 
été dit dans le numéro 11, l’arc vlw' se trouverait au-des¬ 
sous de AC au lieu d’être au-dessus : le sinus Q'N' chan¬ 
gerait donc de côté, ainsi que 1 arc. Quant au cosinus, 
il demeurerait du même côté; et par les formules on 
trouve aussi que cos (£—a)=cos (a — b). 

27. La proposition démontrée dans len° 1 x a encore de 
nombreuses conséquences , dont quelques-unes seront 
nécessaires dans la suite ; c’est pourquoi je les place¬ 
rai ici. 

i°. En ajoutant entre elles les deux équations 
. sin a cosù-f-sinùcosa 
sin (a + 6) = --- 

IN sin a cos b —sin b cos a 
sin (a— b) -^-» 


on aura 

. 3 9in a cos b 

sin (a -4- 6 ) -f- sin ( a — b) =- — -, 

d’où 

sin a cos b — —sin(a + i)H-sin ( a — b). 

2 2 

2 0 . En retranchant la seconde équation de la pre¬ 
mière , on aura 

. . „ 2 sin b cos a 

sin (a-J-ù) — sin (a— b) — - - — -, 

d’où 

R R 

sin b cos a s i n (a+ 6) — — sin (a— b). 

Lorsque a—b, cette formule et la précédente donnent 

R 

cos a sina= — sin 2a. 

2 
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3®. En ajoutant entre elles les deux équations 

cos o cos b — sin a sin & 
cos (a + b) =--> 

cos a cos 6 -\r sin a sin b 
cos Ça —6) = -- ^ » 


cos (a-f/>) + cos Ça —6)= - 


cosacosb—— cos (a4-^) + — cos ^)* 

2 

Lorsque a = 6, cette formule donne 

R .R* 

cos a a = — cos 2a 4- —- , 

2 2 

en observant que le cosinus est égal au rayon, lorsque 
l’arc est nul. 

4 °. En retranchant la première équation de la se¬ 
conde , il viendra 

2 sin a sin b 

cos (a— 6)— cos Ça + 6) =--> 


d’où 

si n o sin b = * cos Ça — 6) — * cos (a+6) • 
Lorsque a = 6, cette formule donne 

R* R 

sin a* =- cos 22 • 

2 2 

5 °. Si l’on fait a+b=a\a — b — b\ on trouvera, 
en ajoutant ces deux équations, 2 « = fl' + 6', et en 
retranchant la seconde de la première , 2 b=a —b\ 
a' 4- b' ,_ a — b' 

il suit de là que a = —--» b — a “• t* 

Mettant ce9 valeurs de a et de b, dans les expres¬ 
sions de sin a cos b, sin b cos a, cos a cos b, sin a sin b , 
obtenues précédemment, ou trouvera 
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sin i (a' 4 - V) cos î ( a ' ” 6 ') = ^ ( sin a ' + sîn 6 ') 
cos i (a' + 6') sin i (a' — 6') = * (sin a'—sin 6') 
cos i (a 4- 6') cos l (a' — b'^= ~ (cos a' 4 - cos b') 

sin i (a' 4- &') sin i (a' — t') =“■ («os 6' — cos a '). 
Divisant la seconde des formules précédentes par la 
première, on au ram 

cos j (fl 4 ~ y) s» 0 i ( q ' — ^') _ 

sin g ( a. 4" b’) cos 5 (a 6 ) 

8 i n 1 ( fl ' _ b') cos { {a 4~ b') sin a — sin y 
cos à {p! — b')' sin { (a' 4“ b') sin a -\-smb' 
Observant ensuite que = y. -(8),etquepar 

conséquent = -- -jt on obtiendra 

^ sin A tang A 

tang ^ (a— b') _ sin a! — sin b' 

tang i (fl' 4- 6') sin a' ■+■ sin b'’ 

On conclura de même des deux dernières formules 
rapportées ci- dessus, que 

cos b' — cos a' tang ^ (a' 4~ b') tang ^ (</ — b')^ 
cos a 4“ cos b' 7 i a 

6°. En divisant l’expression de sin (ait b) par celle 
de cos (a ±6), on aura 

sin ( a±-b ) sin a cos b ± sin b cos a 

cos (â±b) cosa cos b rp sin a sin b * 

divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de 
la fraction du second membre par cos a cos b, elle de¬ 
viendra 

sin a t sin b 
cos a cos b 

_ sin q sin b * 

" + " cos a ' C 03 b 


-8 


F»g.n 
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et comme en général — 1 t- n " — (8), on obtien- 

cos a a 

dra par ce moyen 

tans; or^tang b 

tang (a±.b) _ R R _ R (rang a ±l tang lt ) _ 

R _tang a tang/» R* rp tang a taug b * 

^—r—it 


et enfin tang(arhè) = 


R 2 (tang a ±: tang 6) 
R 2 qp tang a^ang b ' 


En se rappelant que cot A — ■- * ■' — (9), on trouvera 

. , ._ R* _ R a + tang a tang b _ 

co (a ) tang (a ±b) tang a ±: tang b 


Æ ._ A a & 

-t- cota'cot b 
R* fP ’ 
cot a cot 6 


et en réduisant, on parvient à 


cot (a±è)= 


cot a cot b rjr 
cot 6 ±1 cot a 


28. L’équation 


tang 4 (fl' — b') _sin a! — sin b' 


de 


“ tang l (ci -f- b') 8 m a' 4- sin b* 

laquelle il résulte que la somme des sinus de deux arcs 
est à leur différence , comme la tangente de la demi- 
somme de ces arcs est à la tangente de leur demi-diffé¬ 
rence , s’obtient immédiatement par une construction 
géométrique fort élégante. 


AM et AN ,fig- 11 , étant les deux arc? a' et b', on 
aura MP - sin a!, NQ = sin b'} menant NC pa¬ 
rallèle au diamètre A B, prolongeant MP jusqu’en M' t 
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il en résultera 

MR = MP — NQ = sin a' — sin b', 

M’R = M'P-\-T\ Ç) = sina' sin 6 '(i 4 ). 

Cela fait, si du point C, comme centre, et d’un rayon 
CD, égal à celui du cercle ACB, on décrit un arc EDG t 
que l’on mène au point D de ce^arc une tangente ter¬ 
minée parles droites CM et CM', il est visible que DF 
et DH seront les tangentes des arcs£>£ et DG, qui me¬ 
surent les angles MC N et NCM' -, et comme ces angles 
ont leur sommet à la circonférence du cercle ACB, ils 
auront aussi pour mesure la moitié de 

NM = AM — AN =za' — b', 

et celle de 

NM' = AM' -f- AN= a' + b' : 
on aura donc 

DF— tang j (a' — b'), DH = tang ^ ( a' -f- b '). 

Mais à cause des parallèles MM' et FH, on aura cette 
proportion 

MR: M'R:: DF : DH, 

sina'—sini'lsinfl'-i-sinè' :: tangua'—6'): tangua'-{ b'"} 
ce qui revient à l’équatibn proposée. 

Il serait facile de modifier la construction ci-dessus de 
manière à en déduire les diverses équations analogues à 
celle qu’on vient de démontrer. 

29. Comme on a souvent occasion de faire usage 
des formules auxquelles je suis parvenu précédem¬ 
ment , je les ai réunies dans le tableau suivant, avec 
d’autres qui s’en déduisent par des procédés faciles à 
imaginer. Les numéros qu’on lit après chaque formule 
marquent les articles où elles ont été trouvées, ou 
desquels on peut les conclure. 
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Tableau des formules Irigonométriques les 
plus usitées. 


sin a 2 -f- cosa 2 = /? 2 (xo) 
sin ( ^/. ) - sin " cosi ±- inA < :os "^ 

co S [q -4- /.)_ «»«g: sin a sin b | (ll) 


sin 

a cos 6 = 

2/î^sin (a 

H- />) -f- sin (a 

_ 

b) 3 . 

co s 

a sin ^ — 

f/ijjjin (a 

-h />) — sin (a 

— 

A)j) 

cos 

a cos Z> = 

j/i[cos (fl 

’-h b) -f- cos (a 

— 

*)] 

sia 

a sin b ~ — 

£/ï[cos (a 

-f 6) — cos (a 

— 

W 

sin 

a -f- sin b = 

a . 
ü 8m 

ï (a cos £ 

(a 

- b. ) 

sin 

a — sin b = 

2 

H c°, 

ï ( a ~h b') sin ~ 

(a 

-*) 

cos 

a cos b=. 

2 

7 f cos 

1 (a -f- b) cos \ 

(a 

-6) 

cos 

a —cos b — 

2 , 

~ 7 î sm 

i (a -f- è) sin * 

(a 

-6) 


2 sin a cos a, . ,_. 

m2a =- - -(n,) smïaz=i\/aii>— 2 ticosci (i3) 

cosag =^. 8 - fl!> — i5În g — ?co«a a — 

n - Ti c ; 

sina 2 =L/î( 7 î — cos 2 a) (27) 
cosa 2 = */?(/?-}- cos 2a) (27) 
sina 5 sinô 5 =cosi 2 —cos« 2 :=rsin(a-f-&)sin(a— b) (n, 10) 
cos a 5 — si n 6*= cos (a-f A) CO s (a — b) (11, 10)’ 

ta= (8 ), cot.=-SL = «£^ W 

tos û tanga sina 

/ï 2 na 

séca =- > coséc a =—— (’g'i 

cos a sin a K J 

tang Ca±b) = _ ^(tangq±:îang Z>) 

cos (ait 6) tanga tang 6 ^ ^ 









DE TRIGONOMÉTRIE. OI 

Suite du 'ï'ableau des formulés tri go nom étriqués. 


tang a-f-tang & = 
tanga — tangZ> = 
cota-[- cot 6 = 
cota— cot b — — 

„ fl* sin 

tanga 3 — tang£r=s - 

„ . fl* sin 

cota 3 — cot u =- 


_ fl* sin (a-f- b) , 

cos a cos b J * 

_ fl 3 sin (a — b) J 

~~ cM a cos b ( 

, _ fl 3 sin (a -f- b); n ) 

sin a sin b \ 

f __ R~ sin (a — b)\ 

sin a sin b ) 
fl* sin (a--h b ) sin (a — 

cos a* cos b* I 

fl 1 sin (a -f- b) sin (a — b) [ ^ ’ 1X ' 


sin a —f- sin b _ 
sin a — sin b 
sin a -j- sin b_ 
cosa-j-co:b~ 
sin o -j- sin b_ 
cos a — cosA - 


tangKa +6) 

tang i (fi —bj 

tang Krc-f-6) 
fl * 
cot ÿ ( a — b) 
fl 3 


sin a 3 sin à* 

-3 

sin a 

tang | a jj 

fl-j-cosa 

fl j 

sin a 

cot £a| 

fl —cota 

fl 1 

séc a -f 

• séc b 1 

séc à — 

- séc b J 


sin a — sin b tang j (a— b) / ( 2 7) 

cos «4~ cos b R 1 

sin a — sin b eot -i- K 

cosa—cos b fl 

cos a -f- cos b cot { (a — séc a -f- séc b \ 

cosa—cos6 tang à (a+6) seca—séc b J 

fl tang a fl 3 , 0 . 

sina = ——, cos a =— — (8, îo) 

V fl* + tang a 3 . y A tt -J-tanga? 

fl=sia i ? —cos o’ — tang cot i 1 =séc o ? =coséc i f 

= 2 séc §’ (ao, a4) 
sin a = i corde aa (14) 

sin (l’iJ) = -f- cos b , cos () ? zh b) = — sin b } 

s ! n =t+r sin b, cos (a ? z hb) =—■cosbf 

sin (5^ito) ==—-cos b, cos (5*zt/>) — ifc sin b? (ao) 

sin (4’±:/>) = dt sin b , C os (tfztb) = ~r cos b ) 
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5 o. Je vais parler maintenant de l’application des 
talées trigonométriques à la résolution des triangles, 
pour laquelle il faut se rappeler que , par le moyen de 
ces tables, lorsqu’un angle est connu , la valeur de son 
sinus, celle de son cosinus , celle de sa tangente, et celle 
de sa cotangente sont connues aussi, et que, récipro¬ 
quement , quand la valeur de l’une de ces lignes est don¬ 
née , celle de l’arc doit être regardée comme donnée. 

F*g- i3. Soit CDE, fig. in, un triangle rectangle en D ; de 
l’un des angles aigus C, on décrit, avec un rayon égal à 
celui des tables, l’arc AM, on abaisse PM perpendi¬ 
culaire sur AC\ enfin on élève la tangente A JS, pourfor- 
mer les deux triangles des tables, savoir , CPM qui sera 
celui du sinus et du cosinus, et CAN celui de la tan¬ 
gente et de la sécante. L’un et l’autre seront semblables 
au triangle proposé ) et en les comparant successivement 
avec celui-ci, on en tirera 

cm : pm : : ce : de î j r : sin C::ce : de 

cm : cp y. ce : cd J ou l R : cosC :: ce : cd 

CA : AN y, CD : de ou r : tang c ::cd : de. 

L’angle E étant complément de l’angle C , on aura 

cos C=sin E - } les deux premières propositions peuvent 
se réunir dans une seule et s’énoncer ainsi : Le rayon 
est ausinus del'undes angles aigus du triangle rectangle 
proposé , comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet 
angle. 

La troisième montre que le rayon est à la tangente 
de tnn des angles aigus du triangle rectangle propo¬ 
sé , comme le côté de l'angle droit, adjacent à cet angle 
aigu, est au côté opposé. 

Le rayon étant toujours donné, il suffira de connaître 
deux des trois autres termes de chacune des proportions 
que je viens d énoncer, pour trouver celui qui reste. 

Ainsi 
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Ainsi, par la première on déterminera toujours une de 
ces trois choses : l’hypoténuse , un côté et un angle aigu, 
lorsqu’on en connaîtra deux. 

Je mets simplement un angle aigu, quoique la pro¬ 
portion exige que cet angle soit opposé au côté donné 
ou cherché, parce qu’un des angles Slgus fait trouver 
1 autre sur-le-champ; et que par conséquent si celui 
qu’on connaît ou qu’on cherche, ne remplit pas cette 
condition, on peut employer son complément. 

Par la seconde proportion on déterminera toujours 
une de ces trois choses : les deux côtés d’un angle droit 
et un angle aigu , lorsqu’on en connaîtra deux. 

Il suit de là, i°. que, connaissant un côté et un angle 
d’un triangle rectangle, on peut calculer les deux autres 
côtés ; 2 °. que, connaissant deux quelconques des côtés, 
on peut calculer les angles aigus. 

Ces deux cas ne comprennent pas celui où l’on a deux 
côtés quelconques d’un triangle, et où l’on cherche le 
troisième ; mais celui-ci se résout immédiatement par 
la propriété connue du triangle rectangle, qui donne 

CD DE=CE , et d’où l’on tire CE=z^/ CD+DE. 

Si l’on connaissait l’hypoténuse CE, et l’un des côtés 
de l’angle droit, DE, par exemple, on aurait 

CD-VcÊ'—DË* 

En observant que CE—DE—{CE+DE^{CE— DE), 
et en prenant les logarithmes des deux membres de 
l’équation CD = \/(CE + DE) (CE^DE) , on 
trouverait 

1 CD =i [ 1 (CÆ -4- DE) -j- 1 {CE — DEft. 

Lorsqu on construit des formules qui doivent servir 
à des calculs numériques, il f au t toujours tâcher de les 
Trigonométrie. 6* édition. 3 
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préparer de manière qu’on puisse y appliquer les lo¬ 
garithmes commodément -, c’est-à-dire qu’on ne soit 
obligé de passer des logarithmes apx nombres, et de 
repasser de ceux-ci aux premiers, que le moins qu’il 
est possible. En appliquant les logarithmes à la re¬ 
cherche de CD, au moyen de sa première expression, 
on sentira bien evidemmentl’objetde cette remarque. 

Je terminerai cet exposé des principes qui servent 
à résoudre les triangle» rectangles , en observant que les 
deux cas traites en dernier lieu, se résolvent aussi par 
les deux proportions rapportées au commencement de 
cet article; car, i°. si, connaissant CD et DE, on 
veut trouver CE, on pourra calculer l’un des angles 
a, ë us > C , par exemple, par la proportion R ; tang C 
:: CD : DE-, ayant trouvé cet angle, on calculera 
l’hypoténuse CE par la proportion R : sinC:: CE 
î DE, dans laquelle on connaîtra les trois termes R , 
«in C et DE. n°. Lorsque l’on connaîtra l’hypoténuse 
CE et l’un des autres côtés, CD, par exemple, on 
calculera l’angle aigu opposé au côté cherché, pkrla 
proportion R : sin E ou cos C :: CE l CD-, puis on 
trouvera le côté DE par la proportion R : sin C :: CE 

: de. 

3i. On peut résumer ce qui vient d’être dit sur les 
triangles rectangles d’une manière commode , en dési¬ 
gnant leurs angles par A, B, C, A étant l’angle droit* 
et nommant a , b et c les côtés qui sont respectivement 
opposés à chacun de ces angles, ainsique le montre 
Fig. i3. la figure i3. On aura d’abord par le premier principe 

R l sin Cllalc, 1 RlsinB'.ialb, 
d’où l’on tirera 

£_sin C b sin B 

U R 9 a~~ï n 


r 
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Chassant a de ces deux équations, ce qui se fait en di¬ 
visant chaque membre de la première par son corres- 
pondant dans la seconde, on trouvera 

c_sin C 

b si nB ? % 

et comme sin 2?=cos C. et que — t^ngC 

H co$C R , h en 

résultera^équation qui représente le second 
principe énoncé dans le numéro précédent. 

Enfin, si l'on quarre chaque membre des deux pre¬ 
mières équations, et qu’on ajoute ensuite, membre à 
membre, les équations résultantes, en observant que 
sm C* -f sin B *=sin O 4. cos O = /?» ( 1 0 ), 
on aura 


». , u 

T = * > ou b* -f c* = a*. 
11 suit de là que les deux équations 


suffisent, conjointement avec la relation qui existe entre 
les angles B et C, pour résoudre tous les cas des trian- 
gles rectangles. 

3a. Le principe sur lequel est fondée la résolution des 
triangles rectangles, conduit à celle des triangles quel¬ 
conques. En abaissant de l'angle B du triangle ABC 
lis ' ‘f’ “«perpendiculaire BD, on formera deux Fig. .4. 
triangles ABU, BDC, rectangles en D, on aura dans 
le premier 

R : sin a :: ab : bd , 

et dans le second 


R : sin c :: bc : bd , 


3 .. 
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ce qui donnera 

R X £Dz=sin A X AB R. X Æ£> = sin Cx/?C, 

et d’où il suit par conséquent 

éin A X, AB=sin Cx.BC, ousin^ : sin C\\BC\ AB . 

Lorsque la perpendiculaire tombe endehoy, l’angle C 
n’est pas commun au triangle ABC et au triangle BCD ; 
mais l’angle BCD et l’angle BCA , valant ensemble 
deux angles droits, ont le même sinus ( 22 ). 

La proportion obtenue ci-dessus peut se convertir 
en principe général, et s’énoncer ainsi : Dans un 
triangle quelconque , les sinus des angles sont entre èux 
comme les côtés opposés à ces angles. 

33. La même proposition se démontre aussi de la 
manière suivante, qui paraît plus analogue à l’idée que 
j’ai donnée de la Trigonométrie, dans les numéros 1 et a. 

Fig. i 5 . Ayant inscrit le triangle ABC,fig. 1 5, dans un cercle, 
si l’on décrit du centre O de ce cercle, et avec un rayon 
Oa, égal à celui des tables, un cercle abc , puis qu’on 
joigne par des droites ab, bc et ac, les points où les 
rayons AO, BO y CO , rencontrent le cercle des tables, 
on formera un triangle abc semblable au triangle pro¬ 
posé , et dont les côtés ab, bc et ac , se déduiront des 
tables. 

La similitude des deux triangles ABC et abc devient 
évidente lorsque l’on remarque que les droites aO , bO 
et cO , étant égales comme rayons d’un même cercle, 
ainsi que les droites AO y BO, CO , les triangles AO B, 
BOC et AOC y ont leurs côtés AO et BO t BO et CÔ y 
AO et CO, coupés proportionnellement aux points a 
et b, b et c, a et c, et que par conséquent les droites 
AB et ab , BC et bc, ACetac, sont respectivement 
parallèles : on a donc 

AB ! BC lACll ab \ bc î ne, 

I ! î ab ; i bc : 5 ac. 


ou 
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Cela posé, les angles du triangle abc, ayant leur 
sommet placé à la circonférence , sont mesurés par la 
moitié de l’arc que soutend le côté qui leur est opposé , 
e t chacun de ces arcs a évidemment pour sinus la 
moitié de ce même côté (i4) : donc ^ 
l ab = sin c = sin C, 
i bc — s\na = sin A , 

|ac = sin b = sin B, 

®t par conséquent 

AB : BC \ AC :: sin C : sin A : sin B. 

La comparaison des triangles AO B et aOb montre 
de plusque AB lab\\AO l aO , ou que AB ; asin Cil 
AO laO- y c’est-à-dire que chaque côté du triangle ABC 
est au double du sinus de l’angle qui lui est opposé, 
comme le rayon du cercle circonscrit est à celui des 
tables (*). 

34 . En désignant, comme dans le n° 3i, les trois 
angles par A, B ,C, et les côtés respectivement opposés 
à chacun de ces angles, par a, b , c ,Jig. 16 , on aura, Fig. t6» 
d’après ce qui précède, les proportions 

sin A : sin B il a : b> 
sin A : sin C liai c, 
sin B : sin C II b le, 
desquelles on déduira les équations 

b ___ sin B c sin C c 

a ~~~t\uA* a k sin^4* b 


sin C 
sin B' 


(*) O ' 1 P ourra, t considérer les lignes ab, bce t ac, comme les sinus 
mêmes de ces angles A, U, C,en prenant pour unité le diamètre da 
cercle abc ; c’est ainsi que M. Carnot les a présentées dans l’ouvrage 
intitulé Géométrie de Position. On y trouve, d’après cette défi¬ 
nition, une démonstration très-simple et très-élégante de la propo¬ 
rtion du a° 11 et de ce» conséquences les plus importantes. 
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On résoudra immédiatement par ces proportions un 
triangle : i°. Lorsqu on y connaîtra deux angles et un 
coté, puisqu’alors tous les angles seront donnés, et 
que les côtés cherchés seront nécessairemet opposés à 
deux de ces angles ; si, par exemple, a est donné , ainsi 
que les angles B et C , on retranchera la somme de ces 
angles de deux droits, pour avoir l’angle A, et les deux 
premières proportions feront connaître les côtés cher¬ 
chés b et c z 2 °. quand on aura un angle et deux côtés 
dont T un soit opposé a l angle donné; si c’est, par 
exemple, l’angle A avec les côtés a et b, on calculera 
l’angle B par la première proportion, et connaissant 
alors deux angles, on retombera dans le cas précédent. 

Il y a deux cas qui, n’étant pas compris dans ceux 
que je viens d'examiner, semblent échapper à la mé¬ 
thode : ce sont ceux dans lesquels on connaît deux 
côtés et l'angle compris, ou bien les trois côtés; je vais 
m’en occuper successivement. 

55. Je suppose d’abord que l’on connaisse les deux 
côtés a et b, et l’angle compris C. En mettant les 
équations 

c sjn C c sio C 

a sm A * b eia B * 

sous la forme 

n sin C= csin b sin Cz= csinB, 

pour les ajouter membre à membre, et ensuite les 
retrancher l’une de l’autre,*on trouve 

(a -f- b) sin C= c( sin A -f- sin B), 

(a — b) sin C = c ( sin A — sin B)-, 
divisant le dernier résultat par l e premier, le côté in¬ 
connu c (^paraît, et on a 

a — b _gin A — sin B 

sin A + sin B* 


S» 
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Mais on a vu (27) que 

sin A — sin B _ tang \{A — B') 

sin A -f- sin B tang \(A + By 
on en conclura donc 

% 

a —b __ tang \{A—B) * 

a+&-tangi(^-M) 

d’où l’on déduira la proportion 

a+6 : a — b'.\teng\{A-\-B') : tangî (. A — B ), 
qui s’énonce ainsi : Lasomme des deux côtés d'un triangle 
est à leur différence y comme la tangente de la demi-somme 
des angles opposés à ces côtés , est à la tangente de leur 
demi-différence. 

Tout est connu dans cette proportion, à l’exception 
de A — B ; car si on retranche de deux quadrans la 
mesure de l’angle connu C, le reste sera celle de 
A B j prenant par conséquent la valeur de 
tan 6 a (A — B), il viendra 

tang i (A — B) = X tang i QA+ B). 

Connaissant alors les angles 
a ( A-\-B ) et j ( A — B), si on les ajoute, on aura 
\(A + B)+ï(A-B)=zA 

et si on retranche le second du premier, il viendra 


(*) P* 111 aussi, pour plus de brièveté’, faire la proportion 

« : & sin A \ B (3a), 
de laquelle on tire immédiatement 

a + b t a — sin A+siaB ; sin A — sin 
et l’on en conclura, par le n° a8, 

a + bla —tang {{A—B). 
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c’est-à-dire que le plus grand angle s'obtiendra en 
ajoutant la moitié de la somme à la moitié de la diffé¬ 
rence, et le plus petit, en ôtant la moitié de la différence 
de la moitié de la somme. 

Lorsqu’on aura calculé tous les angles , on trouvera 
le troisième côté par la règle du n° 32. 

36 . On peut aussi trouver immédiatement le troisième 
côté , en abaissant une perpendiculaire sur l’un des côtés 
donnés; de l’angle A, par exemple, sur le côté donné 
Fig. \\.BC,fig. 14. On aura, par la propriété connue des trian¬ 
gles obliquangles, AB = AC + 7 Fc*zç: 2 AC X DC , 
le signe supérieur ayant lieu quand la perpendiculaire 
tombe en dedans du triangle , et le signe inférieur 
dans le cas où elle tombe en dehors; de plus, dans 
le triangle rectangle BDC , on a ( 3 o) Z)C= 5 Cx 
sin Z).flC=Z?Cxco8 C, en faisant fl = i: on conclura 
dé 1 e.ABz=.AC-\-BC — zAC^BC'X.co&C , et que par 
conséquent 

AB = S/aC+BC — 2AC.BC. cos C t 

formule qui revient, suivant la notation établie, à 

c = V a a -f- — 2ab cos C, 

et donnera le côté c par le moyen des deux autres a et b 
et de l’angle C. Un seul signe suffit au terme 2 ab cos C 
parce que quand l’angle C est obtus , son cosinus est 
négatif, et change par conséquent le — en -f-, comme 
l’exige la construction géométrique. 

37. Cette formule ne se prête pas commodément au ' 
calcul logarithmique;; mais comme on a 

cos aC = r — 2 sin C* (37) , 
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cosC= 1— 2(sin^C) a , 

en écrivant \Ck la place de C } et par cette transfor¬ 
mation on obtiendra ^ 

c— y/a a b 2 — 2 ab 4 ab ( sin ^ C ) a 

y/(a — 6) a -h 4ab (sin \ C)*» 

Faisant ensuite = *“S *. 11 en résultera 

c— (a — £) v/ i -j- tang«t a = puisque cos* = 

• ..—L—— . On calculera facilement tang et par la pre- 

y î -J-tangflt a 

mière formule ; et lorsqu’on sera parvenu à 1 angle et, 

on aura par la seconde c = --. 

r cos et 

38 . L’équation c = Y' a * ~\~b a — 2 ab cos C fait con¬ 
naître l’angle C , lorsque les trois côtés a, b , c , sont 
donnés ; car en élevant chacun de ses mertibres au 
quarré , on en tire 

a a -f- 6 a — c* = 2 ab cos C > 

d’où 

a» + i a — 

cos C— -j-- 

üab 

mais cette expression étant peu commode pour le cal¬ 
cul logarithmique, il faut en chercher une autre. 

Sil on écrit nC pour C , et qu'on mette î — 2 sin C* 
à la place de cos C(sij) , on aura cette expression : 

s sin C‘ ~ 1 + jW—j» _ c* — a‘— f + 

2a6 2«Ù 

c *— ( a —" b)* (c-f-a~ù)(c ■— a-¥ Ü) 

zub 2 aù ” * 
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et par conséquent 

sinC*— ( c + a ~~ & ) Ce— a + b) __ 

4aÂ“ ~ 

( c-f-a — 6) (c — a -f- 6) 

2 2 " 

mais il est facile de voir que 

c -b a — b c —f— a -}— b 

à— - T - b > 

c — a -f- b c et *f* b 

si donc on fait c -f- a -f- b = /*, on aura , en prenant la 
racine quarrée, et en remettant \ C au lieu de C 

^y/SB^OEH. 

formule qui conduit à la règle suivante : 

Pour trouver un angle cTun triangle , lorsque les trois 
cotés sont connus , de la demi-somme des trois cotés re- 
tranchezsuccessivement chacun de ceux qui comprennent 
rangle cherché ; multipliez les deux restes entre eux ; 
divisez ce produit par celui des côtés qui comprennent 
l'angle cherché , et prenez la racine quarrée du quotient 
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle. 

3 g. La solution de tous les cas des triangles obli- 
quangles ne dépend, comme on voit, que des trois 
règles énoncées dans les numéros 3 n , 35 , 38 , et re¬ 
pose sur le principe dont on a tiré la solution des 
triangles rectangles dans le numéro 3o : il sera donc fa¬ 
cile, aVec un peu d attention, de retenir ces règles; et 
le calcul des exemples que je vais donner suffira pour 
mettre le lecteur en état de les appliquer. 
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Exemples de la résolution des triangles rectangles. 

!««-. Connaissant dans le triangle rectangle BAC , 
fig. i3, l’hypoténuse a et un cfté c , trouver l’anglel'ig- 
opposé C à ce côté; et soit l'hypotenusc ü - 1 5 

le côté c = 7 m ,357. On aura ( 3 i),V ur d éterrainer 

sin C, la proportion 

a i c :: R l sin c, 

d’où 


et prenant les logarithmes, 

1 sin C = 1 /? 4 " 1 e 

Pour plus de simplicité, on fait presque toujours le 
rayon égal à l’unité : son logarithme est alors zéro, il 
n’en faudra par conséquent tenir aucun compte ; et au 
lieu d’effectuer les soustractions , on emploie les com- 
plémens arithmétiques dont la théorie est exposee à la 
fin de mes Elément d'Algèbre. Yqici l’opération : 

]c= 17,3^7 — .0,8667008 

comp. arith. la= comp. arith. 1 i3,178=8,880i 5 o 5 

somme ou 1 sin C= .9,74685i3 

qui, dans les tables, répond à 0^,377 = C. 

2 e . Connaissant Pangle .C= 0 ^, 5837 , l’hypoténuse 
a = 33 m , q 53 , trouver le côté b . On au ra ( 3 1 ) 

R : sin B ou cos C lia \b , 

d’où 

, c X cos C 

b— » 

1 b =la4.1 cos C — \R = 1 cos C : 


or , 1 a= 133,253 =.i,52i83o8 

1 cos C=1 cos o» , 5837 =.9,7841210 

tomme ou 1 b~ .. t . • • • • • • *, 3 o 5 g 6 i& 
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qui répond, dans les tables, à 20 m ,228 = b , à moins 

d’un 1000 e près. 

3 e . Connaissant le côté c = 5 m ,39i , l’angle 
o*, 35 o 2 , trouver le côté Z>. On aura 


d’où 


Æ I tang B y. cl b, 


b = 


c X tang B 
B 


Ib = le -+- 1 tang B — lÆ • 


or, le = 15,391=? ... 

1 tang B = 1 tang o?,35o2 =.. 

somme oulc=. 

qui répond, dans les tables, à 3 m ,3o6 = 


.0,7316693 
■ 9.7875255 

0,5132948 


Exemples de la résolution des triangles obliquangles . 

• 16. i er . Connaissant dans le triangle ABC, Jig. 16 t 
le côté c , les angles A et B , trouver le côté b. 


Soit Ar=. i?,a 8 o 5 , B = 0^,5879, c = 2 7 m ,348 ; 
l’angle C sera 2» — ( A + B) ^2? — i», 868 |=o’,i 3 i 8 , 
et on aura (32) 

ain C l sin B H c 1 b, 

d’où 

j c X sin B 
“ sinC ' 


\b=x\c-{-]s\nB —lsin C ; 

°r » le = 127,348 =.1,4369256 

1 sin -5 = 1 siu 0^,5879 =. 9 ,goi83g4 

comp.arith.UinC=cfemp.arith.lsin o’, 1316=0,6877217 

somme ou lù=± ...2,0264867 

qui répond, dans les tables , à îoô^QSg == b. 

2 e . Connaissant dans le triangle ABC les deux côtés 
O) b, et l’angle compris C,. trouver le troisième côté c. 
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Soit a=28",442, ù = i 7 ", 8 o 3 , C=©*,8426; ou 
commencera d’abord par trouver les autres angles. On 
aura ( 35 ) 

a + b la — b : l tang- 


- : tang - 


d’où 


et 


( tan s ( a ~ 

a b * 


1 tang — 1 tang ~~~~ “HK a — b ) — 1 ( a + &)» 

or, A Bz=.tf — C = 2*— 0^84263 i*,i 574 , et 

=0,5787, 

a + ù = 28,44 2 + i7>8o3 = 4^,245, 
a —b — 28,442 — 17,803 = 10,639, 

1 tang^-^—— = 1 tango,5787=.0,1084874 

1 (« — 6) 1 io, 63 q =.1,0069008 

comp.arith.l(a-f- i ù)=comp. arith. 146,245=8,5349352 

somme ou logtang- ^ ~ =. 9 , 47 o 3234 

qui répond à 0^,1828 : 

-,, A * 4 “ B A — B . ce. 

Donc ——--= ^ = o?,7bi5, 

2 2 

A-\-B A —B _ r 

et —---— — B — 0^3959. 

Maintenant pour déterminer le côté c , on aura la 
proportion 

sinZ? : sin C : : b : c, 

‘ d’où 
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b x sin C 

c=-. 

sm i? 

et le = \b -f- 1 sia C — 1 sin B ; 

or, \b = 1 17 , 8 o 3 =.i,ô5o493a 

Isin C = 1 sin o’,8426 =.g,g 8 b '5885 

comp. arith lsinZ?=comp.arith.lsino’,3959=0,2346572 

somme ou le —.,. *,47 17^9 

qui répond, dans les tables, à 29 m , 63 o = c. 


3 e . Connaissant, dans le triangle ABC, les trois côtés 

a , b, c , trouver l’angle A. 

Soit a = 29 m ,o3 7 , b = i 8 m ,743 , c= i 3 m , 7 8 a. 
Suivant le numéro 38 , on ajoutera les trois côtés a , 

b , c, entre eux, ce qui donnera 6 1 ,562 ; et de la moitié 
30,781 on retranchera successivement b , cj il viendra 
pour restes i 2 ,o 38 et 16,399 • on aura ensuite 


1 16,999 =.i,fl 3 o 4 a 34 

1 ia,o 38 =.i,o 8 o 5543 

comp. arith. 1 18,743 =.8,7271609 

comp. arith. 1 13,782=. 8,8606878 

somme.19,8988264 

dont la moitié ou 1 sin 5 A = . 9 > 9494 1 3 a 

qui , dans la table, répond à o ? ,6g87 = ~ A : donc 

A = j ’,3 974. 


4 o. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne saurait 
compter le détail des applications dont la trigonomé¬ 
trie rectiligne est susceptible ; je me bornerai à indi¬ 
quer la solution de trois questions que l’on peut re¬ 
garder comme la base de l’art de lever les plans. 

Voici l’énoncé de la première. 

Etant donné de grandeur et de position, sur un plan, 

, une ligne AB , ftg • 17 , déterminer , par rapport à cette 
ligne, laposition d’un point C, situé dans le même plan , 
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ou, ce qui revient au même, trouver les distances 
AC et BC. 

Pour la résoudre, il faut mesurer la ligne AB , qui 
est la base de l’opération, et les angles CAB et CB A 
compris entre cette base et les lignes qui en joignent 
les extrémités avec le point inconnu C; les distances 
cherchées AC et BC, se calculeront alors d’après la 
règle énoncée dans le n° 3 a ; et lorsqu’on les aura 
trouvées, on construira , au moyen d’une échelle de 
parties égales, sur les trois côtés donnés, le triangle 
ABC, qui fera connaître la position respective des 
trois points A, B et C (*). 

On pourra ensuite, par la résolution du triangle rec¬ 
tangle ACP, dans lequel on connaîtra le côté AC et 
l’angle CAP , trouver la longueur de la perpendicu¬ 
laire CP, abaissée sur AB , ou de la plus courte dis¬ 
tance du point C à la ligne AB, et la grandeur du seg¬ 
ment AP. Ces données serviront aussi à marquer la 
position du point Cà l’égard de la ligne AB. On trou¬ 
verait de même la situation d’un point D, qu’on pour¬ 
rait appercevoir en même temps de deux quelconques 
des trois points A, B, et C. 


(*) Je n’insiste point sur l’opération de la mesnrc des angles, 
parce quelavuedesinstrumensque l’on y emploie en apprend pins 
que tout ce qu’on peut dire à cet égard$ et que pour concevoir la pos¬ 
sibilité de cette mesure, il suffit d'imaginer que l’on ait placé sur le 
point A le centre d’un secteur de cercle, dont les rayons soient 
dirigés suivant les côtés AB et AC de l’angle qu’on se propose de 
connaître. Ceux qui voudront se livrer k la pratique de la levée des 
plans, pourront consulter le Traité de Trigonométrie de Cagnoli, 
l’article Levée des plans , dans le Dictionnaire de Mathématiques 
de l’Encyclopédie méthodique, le Traité d'Arpentage de M. Le¬ 
fèvre, et enfin les Traités de Géodésie théorique et pratique de 
M. Puissant, dans lesquels se trouvent les méthodes les plus exactes 
et les plus propres aux grandes opérations trigonoiuétriqucs, ainsi 
qu’aux opérations de détail. 
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4 t. Lorsqu’on a déterminé immédiatementle point!) 
par rapport à la ligne AB, en mesurantles angles DAB, 
DBA, on a tout ce qu’il faut pour connaître la distance 
réciproque des points C et D-, car ayant résolu le triangle 
DAB y de même que le triangleC//tf,et retranché ensuite 
l’angle DAB de l’angle CAB , on connaît alors, dansle 
triangle CAD , les deux côtés AC et AD, et l’angle CAD 
qu’ils comprennent : l’application des règles du n 35 
donne les deux autres angles DCA , CDA, etle troisième 
côté CD, qui est la distance cherchée. L’angle DCA 
donne la position de la droite CD j et en considérant AC 
commesécante, la comparaison des angles DCA et CAB 
fait voir quelle est l’inclinaison de CD à l’égard de AB. 

En partant des points C et D , et considérant alors la 
droite CD comme une nouvelle base , on pourra déter¬ 
miner de nouveaux points, que l’on n’appercevait pas 
des deux premiers A et B-, et continuant ainsi de proche 
en proche , on fixera la position respective de tous les 
points d’un pays : c’est ainsi qu’a été construite la carte 
de France, dirigée par Cassini. 

42. La seconde question dont j’ai à m’occuper, n’est 
que la première rendue plus générale , en supposant 
que le point à déterminer soit situé hors du plan sur 
lequel se trouve la ligne AB. Soit C ce pôint, et ABC 
18. le plan qui contient la ligne AB , fig. 18 : la position 
du point C sera connue, si Pon a celle du pied C de la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan ABC, 
et la longueur de la perpendiculaire CC 1 , qui marque de 
combienle point Cest éleveau-dessusde C’,qu’on nomme 
sa projection. Dans ce cas, les angles CAB et C B A 11e 
sont plusceux qu’on mesure, maison prend àleur place 
les angles CAB et CB A , situés dans le plan CAB , 
passant par les lignes A C et BC , menées des points don¬ 
nés A et B, au point demandé j et pour fixer la position 

de 
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de ce plan, on mesure en outre l’angle DBC que fait la 
ligne CZ? avec la ligne Z?Z?, perpendiculaire au plan^Z?C', 
et parconséquent parallèle à la droite C< 7 (*). On résout 
le triangle CB A comme dans le n° précédent, puis¬ 
qu’on y a encore les mêmes données ; ensuite, dans le 
triangle C'BC, rectangle en C > on cognait 1 hypoté¬ 
nuse CB et l’angle CBC , qui est la différence entre 
l’angle droit DBC et l’angle mesuré DBC : on calcule 
les côtés CC et CB. Le premier est la hauteur du point 
C au-dessus du plan CAB , et sert, conjointement 
avec le côté AC , à déterminer AC par le moyen du 
triangle CAC , rectangle en C. Cêla fait, on a les 
trois côtés du triangle C AB , et le point C est par 
conséquent donné. 

43. C’est pour plus de simplicité qüe j’ai supposé la 
ligne AB dans le plan auquel on rapporte les points à 
déterminer; lorsqu’elle ne s'y trouve pas, il faut ob¬ 
server de plus l’angle DBA , Jig. 19, qu’elle fait 1 *S* 
dans ce cas avec la ligne DB perpendiculaire au plan 
A'BC , sur lequel on veut rapporter le point C. Cela 
fait, on calcule d’abord, comme ci-dessus, les côtés 
AC et BC du triangle ABC t les Côtés CC et CB , 
du triangle rectangle CBC ; puis dans le triangle 
B A' A , rectangle en A', où on connaît 'AB, et l’angle 
AB A' , complément de l’angle observé DBA t on cal¬ 
cule B A' et AA f . 

Maintenant, si l’on conçoit AC" parallèle à AC t 


(*) Lorsqu’il s’agit des points placés sur la snrface de la terre, on 
choisit pour le plan ABC un plan horizontal -, les lignes CC cl BD 
sont alors verticales leur direction est donnée parcelles du JD~ 
à-plomb; le plan C CB qui passe parccs lignes est vertical, e * 
se trouve déterminé par le point C, qu’on appercoit du point B, 
et par In ligne DB. La ligne CB est une ligne bori»oniale «oui- 
prise dans ce plan. 

7 Yigonométrie. 6 e édition. 
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il eIÎ résultera le triangle ACC, rectangle en C, 
dans lequel on connaîtra AC, côté calculé du triangle 
ABC , et CC , différence entre les lignes CC et 
CC" ou AA' , calculées précédemment ; on pourra par 
conséquent calculer AC" ou A'C. Voilà donc le 
triante B A'C déterminé par ses trois côtés, comme 
l'est le triangle BAC, dans le n° précédent. 

44 . Eu prenant arbitrairement les côtés BC et BA, 
et suivant la marche que je viens de tracer, on peut 
calculer le triangle A' C B , dans la vue de connaître 
l’angle CB A', formé par les lignes ^ et B A' qui 
sont, sur le plan A'BC , les projections des rayons visuels 
BC et B A menés du point B aux points A et C. 

L’angle C'BA' compris entre ces projections, est 
l’angle CB A réduit , du plan incliné dans lequel il 
se trouve, au plan A BC sur lequel on rapporte les 
objets , et qu’on choisit communément horizontal. Je 
donnerai dans la suite (62) une seconde manière de ré¬ 
duire un angle d’un plan à un autre-, mais le plus sou¬ 
vent, comme les deux plans que l’on considère sont 
peu inclinés entre eux, on fait cette réduction par 
des méthodes approximatives beaucoup plus courtes : 
on en a même dressé des tables. 

Pour le présent je me bornerai à faire remarquer 
que si on observait aussi au point A, les angles EAC, 
EAB et que l'on réduisît par leur moyen l’angle 
CAB à l’angle CA’B , puis que l'on calculât A' B, 
en multipliant AB par le cosinus de l’angle AB A' 
ou le sinus de l’angle DBA, connaissant alors immé¬ 
diatement les angles C B A', CA B et la droite A' B, 
la détermination du point C rentrerait dans ce qui 
# a été dit au n° 40. 

La réduction au plan horizontal, n’est pas la seule 
qu’on ait à faire aux angles observés : il arrive rarement 
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qu’on puisse se placer aux points remarquables qu’on 
choisit pour sommets des angles, et qui sont ordi¬ 
nairement des pointes de clochers, des tours : il naît 
de là une nouvelle réduction qu’on appelle réduction 
des angles au centre de la station. I^faut consulter 
sur ce sujet, cqmme sur toutes les attentions minu¬ 
tieuses qu’exigent les grandes opérations trigonomé- 
triques, l’Ouvrage de M. Delambre , intitulé Méthodes 
analytiques pour la détermination d'un arc du méri¬ 
dien, et les Traités de M. Puissant, déjà cités. 

45 . La troisième question que je dois résoudre ici, a 
pour objet la détermination d'un point par l'obsér — 
vation des angles compris entre les droites menées de 
ce point à trois points donnés; et elle se présente 
comme un des moyens les plus commodes pour placer 
sur un plan ou sur une carte, un point qui ne s’y 
trouve pas marqué. 

Lorsqu’on la considère dans le cas le plus général, 
elle se rapporte à la géométrie dans l’espace, et j’en 
ai donné la solution graphique dans le Complément 
des Êlémens de Géométrie- 7 mais quand les trois angles 
sont dans un même plan, il y en a toujours un qui est 
la somme ou la différence des deux autres, ensorte qu’il 
suffit d’observer ceux-ci pour en conclure le premier; 
et on peut ramener les autres cas à celui-là, en se 
servant de la réduction des angles au plan horizontal , 
enseignée dans le 11 0 62. 

La solution graphique de ce cas consiste à décrire 
sur les lignes AB et AC,Jig. 20, qui joignent les trois Fi 
points donnés A , B, C, deux segmens de cercle 
capables des angles BOA, CDA , observés au pomt 
cherché D , entre les points A et B , A et C. Les cir¬ 
conférences des cercles se couperont d’abord au point 
qui leur a été rendu commun par la construction , et 

4 * • 
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ensuite au point D , qui sera évidemment le point de¬ 
mandé. 

Je n’entrerai point dans la discussion des diffe- 
rens cas que peut présenter le problème, relativement 
aux diverses situations respectives des points donnés A, 
B , C, et du point cherché D ; je me bornerai à faire 
remarquer que la somme des angles observés BD A , 
CDA, indique si l’on est placé dans le triangle ABC , 
ou en dehors. Dans le premier cas , elle surpasse deux 
droits; dans le second, elle est moindre; et si elle 
était précisément égale à deux droits , on serait placé 
sur la ligne BC. Cela est trop facile à prouver pour 
que je m’y arrête. 

Voici une des manières d’appliquer à ce problème 
le calcul trigonométrique. Les données sont les parties 
du triangle BAC , et les angles observés BD A et CDA : 
je ferai en conséquence 

AB —a, AC—b y BDA = *, CDA~[ 3 , BAC—y f 
et je prendrai pour inconnues 

ABD=x, ACD—y ; 

parce que ces angles étant trouvés, on en connaîtra 
deux avec un côté , dan» chacun des triangles B AD et 
J) AC dont on pourra alors calculer toutes les parties 
( 34 ). Cela posé , les triangles B AD et DAC donneront 
sin BDA 1 sin A BD AB l AD t 
sin CDA : sin ACD y. AC: AD, 

. • ... 

ou sin et I sin x \ \ a \ AU = > 

«n/s:,in y.:b:AD=t*s£ 

J sin /3 

on conclura de là l’équation t 

a sin x b siny 
ain /3 * 


sin ec 
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qui revient à 

a sin j8 sin x — b sin a sin^ = o. 

Mais, dans le quadrilatère ABDC , on a 
ACDz=/^an^\. droits— ADB — ADC-+BAC — ABD , 
d où^=^angl.droits—a —$—y — x\ 
faisant pour abréger 

4 angl. droits— a — /? — -j , 
il viendra —«P— x , et par conséquent 

a sin /2 sinx— b sin a (sin «P cos x— cosJ'sin^—o; 
divisant tout par sin x, on obtiendra 


a sin£—èsin et (sin è' a - — cos <T^=o. 

\ sin x J * 

d’où on conclura 


cosx a sin b*inA cos J 

- - = COtX =--;---, 

s,n x b sin a sin £ 

Si on partage cette expression en deux parties, on aura 

a sin /2 cosl 

COt X ^ -z —:- 1 - 

• b sin asm ef sin cf * 


ou bien 
ou enfin 


cot 


COS (P 

sin «T 


cot x — cot cP 


/ a sin/2 
V>sinacos^ 

/ a sin/S 
\6sin a cos «P 


+ 1 )- 

+■> 


Voilà la question résolue, puisqu’avec l’angle x, 
on a,l’angle y. 

Note sur le Nivellement. 


Il est utile de remarquer comment, par le moyen du triangle 
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Fig. 19. rectangle ABA,fig. 19, on a déterminé, dans le n° 43 , la hau 
leur AA du point A au-dessus du point A! qui lui correspond 
dans le plan ACB\ parce que si ce dernier est horizontal, 
la ligne AA' est alors la différence de niveau entre le point A 
et le rnètne plan, et par conséquent aussi entre le point A et le 

point B. 

L’opération qui fait connaître cette différence, est nommée 
nivellement : elle s’exécute de plusieurs manières, suivant la na¬ 
ture des instrurnens qu’on y emploie, et l’étendue des espaces que 
l’on considère; mais son but est toujours de déterminer de com¬ 
bien un point est plus élevé ou plus bas qu'un autre, dans 
le sens 'vertical , ou perpendiculairement a la surface ter¬ 
restre. Il existe des traités spéciaux de nivellement, auxquels je 
renverrai le lecteur; mais je dois dire ici que depuis qu’on possède, 
dans le <*rc/e répétiteur, un instrument portatif propre à mesu¬ 
rer les angles avec la plus grande exactitude, on peut, comme 
je l’ai indiqué n° 43 , trouver immédiatement la différence de 
niveau de deux' points, par mesure de Pangle que fait avec la 
verticale passant par l’un de ces points, la droite qui les joint. 

J'ai suppose dans le texte les deux droites DB et AA' paral¬ 
lèles entre elles; mais cette circonstance n’a lieu pour les verticales 

que dans nn espace assez petit, à cause de la convexité de la sur¬ 
face terrestre. En la supposant sphérique, ce qui est à très-peu 
près exact, les verticales concourent au centre C, comme le 
Fie 21. marquent les lignes AC et BC,Jig. ai ; la ligne B A', perpendi¬ 
culaire à BD, sera seulement tangente au point B de la surface 
terrestre, et la différence de niveau, suivant la définition donnée 
ci-dessus, scia Aa. cl non pas AA ; c’est-téBiic la différence entre 
les côtés RC et AC du triangle ABC, dans lequel on connaît 
le côté AB mesuré, le côté BC égal an rayon moyen de la terre 
et de 6 366 198 mètres, enfin l’angle B compris entre ces côtés, 
et supplément de l’angle observé DBA. Cela posé, si on prend 
BC=a, AC<=b, AB=c, 


on obtiendra (36) 


b— \/a* -h c* — lac cos B ; 

et comme c est toujours fort petit à l’égard de a, je donne à cette 
expression la forme 


-»{■ 




Faisant ensuite, pour abréger, —-cos B—m, puis développant, 
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par la formule du binôme, U viendra 

{■ + c -r _: ' £ i? 1+e,c } 

et la ligne cherchée A*, étant égalé h b - û, je supposerai b =a+<T, 
d’où il résultera , après la réduction , .y 


La quantité m et scs puissances se calculeront fadement par 
les logarithmes , en prenant — = cos B' , parce qu alors 

~ — eoj B =* cos B" — cos^-nsinM^ + ^sinH^-^). 
^Ouand l’angle B est droit, la ligne BA se confond avec BA'-, 
et si on considère alors le point intersection de B A et du 
rayon AC, on a c = B<t' , et <T devient <**', c’est-à-dire la distance 
entre le point <t' pris sur la tangente et le point a. qui lui cor¬ 
respond sur la surface terrestre, ou la différence entre le ni¬ 
veau apparent et le niveau réel. Dans ce cas m. = — • ainâ ‘ 


«c qui fait connaître la quantité dont la surface terrestre s’abaisse 
au-dessous de sa tangente , à une distance c du point de contact. 

Le plus souvent on rapporte d’abord le point A en A' , sur la 
tangente B A' , puis, h cause de la petitesse de I angle C, on 
regarde les droites AA' et Ax' comme se confondant, et on prend 
pour Au. la somme des droites AA! et a.a!. 

On peut sc passer de mesurer la distance AB, pourvu qu’on 
observe l’angle EAB en même temps que l’angle DBA. On con¬ 
naît alors , dans le triangle ABC , les deux angles/? et A , sup- 
plémens des angles observés , et on a (3Ô) 

b — a tang 7 ( A — B ) 
b-h a * S * tang J ( A -f- B ) 


faisant, pour abréger, 


tang { (A —B) 
tang i (A-b B ) 


am , etb = a -t-t> on 


1 + etc. ( Elém. d'Algtb .): 


56 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

doDC t = *am[ i+m + m’ + eic.}, 

série très-convergente quand les angles A et B approchent d être 
droits. Le premier terme a am , suffira le plus souvent. 

Quand on opère avec exactitude, il faut corriger les angles 
EAB et DBA de la réfraction qu’éprouvent les rayons de lu¬ 
mière en traversant l’air, de A jusqu’en B, mais j’ai principale¬ 
ment rapporté les deux questions précédentes pour servir d exemple 
de l’application des séries à la résolution approchée de certains cas 
des triangles. 


de TRIGONOMÉTRIE. 


57 


CHAPITRE VL. 

De la Trigonométrie sphérique. 


46 . Les triangles sphériques que l’on calcule ordi¬ 
nairement , sont ceux que forment, sur la surface de 
ia sphère, trois grands cercles qui se coupent deux 
à deux. Un tel triangle détermine toujours un angle 
trièdre ; et réciproquement, d’un pareil angle on déduit 
aussi^in triangle sphérique. En effet, soit ABC,fig. 22, Fig. 22. 
un triangle sphérique quelconque , et que 1 on ait 
mené de chacun de ses angles , au centre delà sphère 
dont il fait partie , les rayons AS , BS , CS} les plans 
A BS , ACS , BCS , seront ceux des grands cercles sur 
lesquelssont pris les arcs AB, AC , BC, côtés du triangle 
proposé, et ces arcs mesurent les angles rectilignes 
compris sur chacune des faces de l’angle trièdre S ABC, 
entreses arêtes SA et SB, SA et SC, SB et SC. L’in¬ 
clinaison de deux plans se mesure, comme on sait, par 
l’angle reotiligne formé par deux droites menées dans 
chacun de ces plans, par un même point de leur com¬ 
mune section, perpendiculairement à cette ligne : il suit 
de làquesi„par le point A, on tire les droites AI et AK, 
perpendiculaires l’une et l’autre à AS, mais la première 
dans le plan CAS et la seconde dans le plan BAS , 

1 angle rectiligne IAK mesureral’inclinaisondecesdeux 

plans. Il est d ailleurs aisé de voir que la ligne AI sera 
tangente à l’arc AC, et que AK sera tangente à l’arc 
AB ; et comme on prend pour l’angle que forment deux 
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lignes courbes, celuique comprennent les tangentesme- 
nées au point où elles se rencontrent, l'angle IAK sera 
donc aussi la mesure de l’angle fait par les arcs AC et 
AB. Il eu serait de même de chacun des deux autres 
angles du triangle; les inclinaisons des faces de l’angle 
trièdre S ABC ont donc la même mesure que l’angle cor- 
respondantdu triangle sphérique BAC. Le triangle sphé¬ 
rique et l’angle trièdre sont composes par conséquent de 
six parties qui se correspondent, savoir : les tmis côtés 
du triangle qui répondentauxanglesdesarêtes de 1 angle 
trièdre, et les trois angles du triangle qui répondent aux 
inclinaisons réciproques des faces de l’angle trièdre. 

Euler, qui s’estoccupéà plusieurs reprises delà Trigo¬ 
nométrie sphérique, pour la présenter sous des points de 
vue nouveaux, adonné, en 1779 (*) , un Mémoire que 
l’on peut regarder comme un traité complet d£ cette 
branche de mathématiques. Sa forme, entièrement 
analytique, m’a engagé à le présenter à mes lecteurs , 
en y faisant les changemeûs nécessaires pour ne l’ap¬ 
puyer que sur un seul principe, et simplifier quelques 
résultats. 

^7. Tout ce que j’ai à dire sur les triangles sphéri¬ 
ques repose uniquement sur la construction suivante , 
qu’il est par conséquent important de bien saisir. 

De l’angle Cdu triangle ABC, on abaisse une per¬ 
pendiculaire CD sur le plan ASB, du côté B A opposé à 
cet angle ; du point D on mène les lignes ED , DF, res¬ 
pectivement perpendiculaires, sur SA et SB • on tire les 
lignes CE et CF, qui seront respectivemerifperpendicu- 
laires aux lignes SA et SB ( Géomét. ). Il suit de là 


(*) Acta Academie* Scientiarum Petropalitanœ , anno 1779. 
pars prinr ; voyez aussi le Développement de la partie élémen¬ 
taire des Mathématiques , par Bertrand. Genève, 1778. (T. II, 
pag. 576. ) 
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que les angles CED , et CFD mesurent les inclinaisons 
des plans' CSA et CSB , sur le plan ASB , ou, ce qui 
est la même chose, donnent la valeur des angles A et B 
du triangle sphérique ABC- Je désignerai dorénavant 
les angles de ces triangles par la lettre placée à leur 
sommet, et les côtés qui leur sont opposés, par une 
lettre semblable, mais prise dans le petit alphabet; ici, 
comme dans le numéro 3 i,le côté B C oppose à 1 angle 
A, sera nommé a, etainsides autres. Le rayon des tables 
étant supposé égal à l’unité, on aura alors 

CE = sin CA =2 sin b , SE = cos CA — cos b , 

CF = 6in CB = sin a, SF = cos CB =s cos a. 

Dansle triangle rectiligne CDE, rectangle en D t et dont 
l’angle CEDz=,A , on trouvera 

CD = CE sin CED = sin b sin A, 

DE — CE cos CED = sin b cos A. 

Par le triangle rectiligne CDF pareillement rectangle 
en D , et dont l’angle CFD = B , on obtiendra 
CD = CF sin CFD = sin a sin B , 

DF =r CF cos CFD = sin a cos F. 

Les deux expressions de la ligne CD, étant égalées 
entre elles, donnent d’abord 

sin b sin A = sin a sin B .(A) , 

résultat qui est , par rapport aux triangles sphériques, 
l’analogue de celui du numéro 3 a. 

Il est évident qu’on <loit avoir de même les deux 
équations suivantes : 

sin c sin A zrz sin a sin C , 
sin c sin B = gin b sin C, 

Maintenant , par le point E , je mène EG perpen¬ 
diculaire sur SB , et par le point D , je tire DH parallèle 
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à SB ; je forme de cette manière un triangle rec¬ 
tangle HDE , dans lequel HED — ASB , ^uisqu’en 
retranchant l’angle GES de l’angle droit SED , on a 
pour reste HED , et que l’angle ASB ou ESG est aussi 
la différence entre un angle droit et l’angle GES. De 
la résolution du triangle EHD , on déduira par con¬ 
séquent 

IID = DE sin DEH-=. DE sin c = cos A sin b sin c ; 

mais SF — cos a = SG-j- GF— SG -}- HD, et SG 
= SE cos ESG = cos b cos c : on aura donc 

cos a = cos b cos c -f- cos A sin b sin»c, 

équation qui exprime la relation qui existe entre le 
côté a , les deux autres côtés 6 etc, et l’angle qu’il» 
comprennent. 

Il est évident qu’en considérant en particulier chacun 
de ces derniers , on trouvera de même deux équations 
semblables à la précédente; et l’on formera de cette 
manière, entre les six parties du triangle ABC , les 
trois équations 

cos a = cos b cos c -f- cos A sin b sin c 
cos b = cos a cos c -|- cos B sin a sin c 
cos c = cos a cos b -f- cos C sin a sin b 

48. Ces trois équations renferment implicitement l’é¬ 
quation (A). Pour s’en convaincre, il sufiit de prendre 
les valeurs qu’elles donnent pour cos A , cos B , cos C, 
et les substituer dans les équations 

sin A* = 1 — cos A a 
sin B % — 1 — cos fi* 
sin 0=1 — cos O. 

On trouve par la première de celles-ci, 
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cos a*—r 2 cns a cos b cos c -h cos cos c *_ 

sin 6" sin c* 

sin ô 2 sin c 3 — cos a* -J- 2 cos a cos 6 cos c — çqs cos c a _ 

sin b 1 sin c“ 


sin ^ a = î- 


0 —cosô 2 ) (i—cosc 2 )—cosfr a cosc 2 —cosq 2 -f~? cosac09 &cosc _ 


sin 6 2 sin c a 
- cos b* — cos c a -f- 2 


s a cos b cos c 


sin 6“ sin c a 

multipliant les deux termes de cette fraction par sin o“, 
et prenant ensuite la racine quarrée j on obtiendra 


*in v^irzsina x 


V 1—cos a 2 — cos b* —cosr*—I-2C08 a cos b cos c 
sin a sin b sin c 


Si, pour abréger , on représente par M la quantité qui 
multiplie sin a dans le second membre de cette équation, 
on aura sin A = M sin a : 

on trouvera de même 

sin B — M sin b , sin C = M sin c ; 

et par l'élimination de M, on retombera sur les équa- 
tions(A). Il est à proposderemarquer que les trois côtés 
a , b , c, entrent tous de la même manière dans l’expres¬ 
sion de M, car c’est pour cela qu’elle est commune aux 
valeurs des sinus de chacun des angles (*). 

Les équations (Æ) suffiront donc pour résoudre un 


(*) En désignant par N le numérateur de la quantité M , par y t 
fl , * , trois arêtes contiguës d’on tétraèdre quelconque , et par a , b, 
c, les trois angles qu’elles forment, il résulte d’un Mémoire 
d’Euler, qn c | c volume de ce tétraèdic est égal ;i j «fcy X } N, et que 
IJV revient à 

y/i'in i sin y (a -t~ b — c)sin ï(a + c—&)sin | (b-\-c <0* 

Dans le tétraèdre S AUC, a. =»£ =>== I ; son volume est donc 
égal à ‘- 7 V( Voyez les Nooi Commentarii Acad. Petrnpolitanœ , 
T. IV, pag. iCo , et Ce cahier du Journal de VEcole Polytech¬ 
nique , pag. 270 ). 
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triangle sphérique quelconque, lorsqu'on connaîtra trois 
de ses parties, en observant que le sinus et le cosinus ne 
doivent être regardés que comme une seule inconnue , 
puisqu’on peut toujours exprimer l’un par l’autre. 

L’application des équations (Æ) auxdifférens cas qui 
peuvent se présenter, devient plus facile , au moyen de 
quelques transformations que je vais effectuer. 

4 g. On peut y changer les angles dans les côtés qui 
leur sont proposés, et respectivement , en observant de 
donner le signe —aux cosinus. Pour le prouver, il faut 
éliminer cos a des deux dernières, au moyen de la pre¬ 
mière ; on trouvera 

cos b — cos &cosc a -f-cos^sin b sin ccosc-f-cos /?sinnsinc 
cosc= cosA*cosc-f-cos-^sin b sin c cos6-|-cos Csinasinô. 


En substituant dans ces résultats 1 — sin c a à cos c 3 , 
i —sin b 3 k cos Z>“, ils se réduisent -, le premier devient 
divisible par sin c, le second par sin b , et ils peuvent 
ensuite s’écrire ainsi : 


cos Z? sin a = cos b sin c — cos A sin b cosc 
cos Csin a = sin b cos c — cos A cos b sin c 




Si on multiplie la deuxième de ces équations par cos^, 
qu’on l’ajoute à la première , et que l’on substitue 
j — gin A % au lieu de cos y/ a , on obtiendra 


sin a ( cos B -f- cos A cos C ) = sin A 4 cos b sin c ; 
maisil suitdes équations {A) que sin c sin A — sin a sin C; 
faisant la substitution de cette valeur dans le second 
membre del’équation ci-dessus, elle deviendra divisible 
par sin a , et on aura pour résultat 

cos B -f- cos A cos C=z cos b sin A sin C, 
ou , ce qui est la même chose , 

cos B = — cos -d cos C -j- cos b sin A sin C. 

En rapprochant cette équation des équations (B) , ou 
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voit qu’elle se déduirait immédiatement de la seconde , 
en changeant les grandes lettres en petites, et récipro¬ 
quement, eten affectant tous lescosinusdu signe—.En 
effet, en opérant ainsi, il vient 

— cos B = cos A cos C — cos b sîfe A sin C, 

équation qui rentre dans la précédente lorsqu’on en 
change tous les signes. 

La relation qu’a l’angle B avec les deux angles A, C, 
et le côté b qu’ils interceptent, existe nécessairement 
dans chacune des combinaisons semblables d angles et 
de côtés : on a donc en même temps les. trois équations 

cos A = — cos B cos C + costz sin B sin C] 

cos B =— cos ^cos C -f- cos b sin A sin C>... (B'). 

cos C =— cos A cos B -f- cos c sin A sin B) 

5 o. Il faut remarquer qu’en prenant les cosinus néga¬ 
tivement , on passe des arcs a, b , c, et des angles A t B. C t 
àleurs supplémens, puisque — cos A-= cos (2’— A ) , 
— cos a = cos (a*—a), et ainsi des autres (u 3 ). Si on 
substitue ces valeurs dans les équations ci-dessus, en fai¬ 
sant , pour abréger, 2’ — A — A\ 2?—a = a', etc. elles 
prendront la forme « 

cos A' — cos B' cos C + cos a' sin B' sin C 'j 
cos B' =2 cos A' cos C -H cos V sin Â sin C J ; 
cos C — cos A' cos B' -f- cos c' sin A' sm B' J 

équations parfaitement semblables aux équations (B) , et 
qui appartiennent par conséquent à un triangle sphérique 
dont les côtés sont A' , B' , C , et les angles a, b', c. 
Un tel triangle a donc ses angles mesures par les supplé- 
m ens des côtés du triangle ABC , et ses cotes mesurent 
les supplémens des angles du meme triangle : est dési¬ 
gné , dans les livres de Trigonométrie, sous le nom de 
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triangle supplémentaire ; et on prouve que les sommets 
de ses angles sojit les pôles des côtés du premier , et 
vice versa. 


5 i. Les équations obtenues dans le n° 4g , sous la dé¬ 
signation (C), qui renferment cinq parties du triangle 
sphérique ABC, peuvent se transformer en d’autres qui 
n’en contiennent plus que quatre. Il faut pour cela subs- 
, , . , , ., sin b sin A 

tituer, au lieu de sin a , dans la première , —j-r—-—-» 


et dans la seconde 


sin csin^ 
sin C 


(47), et comme 


cos p 
sin p 


cot p, on trouvera alors 


cot B = 
cot C = 


cos b sin c — cos A sin b cos 
sin A sin b 

sin b cos c — c os A cos b sin 
sin A sin c 




Il est facile de former, à l’inspection de ces valeurs, 
toutes celles qui leur sont analogues, en y permutant les 
lettres d’une manière convenable; mais il importe sur¬ 
tout de remarquer que puisqu’elles sont déduites des 
équations (B) , on y pourra changer de la même manière 
que dans celles-ci, lescôtés en angles, et réciproquement 
en^rifectfa^t les cosinus et les cotangentesdu signe con¬ 
traire à celui qu’ils ont, et il viendra 


cos B sin C -f- cos a sin g cos 

sin a sin B ( 

sin B cos r-4-cos gros ^sinCr.^ 


52. Les cinq systèmes d’équations (A), (B), (B'),(D), 
(D'), donnent immédiatement la résolution de tous les 
cas que peut offrir un triangle sphérique quelconque. Le 

premier 
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premier exprime la relation qui existe entre les angles 
et les côtés opposés. 

53 . On tire du second, les formules suivantes : 


cos a ;£= cos b cos c -f- cos A sin b sii^c ^ 
cos b == cos a cos c ■+■ cos B sin a sin c > , 
cos c = cos a cos b + cos C sin a sin b ) 

. cos a — cos b cos c 
cos A= 

cos B = 

cos C 


sin b sin c 
cos B —■ cos a cos c 
sin a sin c 

cos c — cos a cos *\ 
sin a sin b 


dont les trois premières font connaître un côté par le 
moyen de deux autres et de l’angle qu’ils comprennent, 
et dont les trois dernières donnent les angles par le 
moyen des côtés. 

54 - Le troisième système produit,. de même que le 
précédent, six formules, qui sont : 

cos A ■= — cos B cos C -f- sin B sin C cos a 
cos B ~ — cos A cos C sin A sin C cos b 
cos C — — cos A cos B -f- sin A sin B cos c 

cos A 4 - cos B cos C 

cos a = - y - 

sin B sin C 

CQs ^_cos B -f- coa A cos C 

sin A sin C 

C03 c _cos C -f- cos A cos B 

sin A sin B 

Les tro * 3 premières feront trouver un angle, lorsque 
l’on connaîtra les deux autres et le côté qu’ils com¬ 
prennent; les trois dernières donneront chacun des côtés, 
lorsque tous les angles seront connus. 

Trigonométrie: 6 e édition. 5 


66 


TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


55 . Le quatrième système , en y faisant toutes les 
permutations possibles , donne les six formules 

cos asm b — cos C gin a cos b 
cot A = — sin C sin A\ 

sin a cos b — cos C co» a sin b 
cot B = c$m b 

__ cos a sin c — cos B sin a cos c 
cot A - sin B sin a 

sin a cos c — cos B cos a sin c 
cotC= sin B sine 

cos b sin c— cos A sin b tos c 

cot B =--—:—-r—:—r- 

sin A sm b 

sin b cos c — cos A cos b sin c 


par le moyen desquelles on déterminera deux des angles 
d’un triangle sphérique, lorsqu’on connaîtra le troisième 
angle et les côtés qui le comprennent. 

56 . Le cinquième système enfin conduit aux six for¬ 
mules suivantes : 

cos A sin B -f- co8 crin A coa B 

cot a ■ aine sin A 

si n A cos B + cos c cos A sin B 
cot b - sin c sin B 

cos A sin C 4 - cos b sin A cos C 
cot a — âfii b s i rl 4 

gin cos C 4 " cos b cos A sin C 
cot c 9in isin C 

, cos B sin C-\- cos a sin B cos C 

cot b — -: ^-r. - 

sm a sin B 

sin B cos C 4- cos a co s B sin C 
cot c sin a sin C *. 
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qui serviront à déterminer deux des côtés d’un triangle, 
lorsqu’on connaîtra le troisième et les deux angles entre 
lesquels il est compris. 

57. Les formules conclues des systèmes, (Z?) # 

(D) etÇD'), (53 — 56 ), méritent la plus grande at¬ 
tention , tant par leur élégance que par la propriété 
qu’elles ont de faire connaître si l'arc ou l’angle qu’elles 
expriment est moindre ou plus grand qu’un quadrans 
ou qu un angle droit, propriété que n’auraient point 
les expressions des sinus des mêmes arcs. En effet, 
le sinus d’un arc étant le même que celui du supplé¬ 
ment de cet arc , tant par sa valeur que par son signe, 
toutes les fois que l’on ne connaît que le sinus d’un 
arc, il n’est pas possible de savoir si cet arc doit être 
plus petit ou plus grand qu’un quadrans 5 mais lors¬ 
qu’on a le cosinus ou la cotangente, et qu’on saitd’ailleurs 
que cet arc ne peut être égal à la demi-circonférence , 
ce qui est le casdes côtes des triangles sphériques et des 
arcs qui mesurent leurs angles , on voit par le signe du 
résultat, si l’arc cherché est compris ou non entre i ? et 2 Ÿ : 
le cosinus et la cotangente ont le signe —dans le pre¬ 
mier cas, et le signe -f dans le second. Si donc on a soin 
de donner aux quantités connues qui entrent dans les 
formules rapportées ci-dessus, les signes qui doivent les 
affecter, d après la valeur des arcs auxquels elles ap¬ 
partiennent , le signe du résultat fera connaître l 'espèce 
du côté ou de l'angle cherché ; c’est-à-dire s’il est plus 
petit ou pl U3 g r a a d q U ’ UQ quadrans, s’il est aigu ou 
obtus. 

58 . Ce? mêmesforrnules se simplifient beaucoup lors¬ 
que le triangle proposé est rectangle ; c’est-à-dire lors¬ 
qu’un de ses angles est droit. En effet, si l'on suppose 
que C = on aura 


5 .. 
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sin C = i , cos C = o j 

et il viendra 

cos c = cos a cos b ( 53 ) 

oos c _ . cot A cot B (54) 
sin A sin B 

cos A — sin B cos a ^ 
cos B = sin. A cos b j 
ain a = sia c sin // , sin b =c sin Z> (47) 

tang 6 = sin a tang Zi 

tanga=sin b tang/f 

tang 6 = cos A tang c 

tanga = cos B tang c 

et en ne prenant, parmi ces formules, que celles qui 
diffèrent essentiellement, on aura les six que voici : 

cos c = cos a cos b 
cos c = cot A cot B 
sin a = sin c sin A 
tang a = sin b tang A 
tang a = cos B tang c 
cos A = sin Beos a, 

qui, par les renversemens dont elles sont susceptibles , 
suffiront pour résoudre les triangles sphériques rec- 
tanglesen C, et danslesquelsle côté c, opposé à l’angle 
droit, s® nomme hypoténuse , aussi bien que dans les 
triangles rectilignes. On obtiendrait des formules ana¬ 
logues pour le cas où le triangle sphérique proposé au¬ 
rait un de ses côtés égal au quadrans -, mais je ne m y 
arrêterai pas. 


cot b = 


sin a sin 
cos A 


" sin b sin 
cos b cos^i 
sin b I 
cosacnsZ?! 


!> ( 56 ), d’e 
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59. Pour pouvoir appliquer commodément les loga¬ 
rithmes aux calculs des triangles sphériques, il faut trans¬ 
former les formules des n°* 53 et 54 , en d’autres dont le 
numérateur et le dénominateur soiejÿ décomposés en 
facteurs ; et c’est ce qu’Euler a fait d’une manière aussi 
simple qu’élégante. 

„ . . cos a — cos b cos c 

i°. De 1 expression cos A =-:— j—. -, 

sin b sin c 

comprise parmi celles du n° 53 , on tire 

. cos ( 6 — c) —cos a , v 

I — cos A — -——j-A-(11) 

sin â sine 

. + cos^=^ a -- c ° 8 , (& + c >, 
sin b sin c 

d’où il suit, à cause de cos ~^ = tang £ A a (27), 

1 -J" COS Si 

1 cos (6—c) — cos a 

tang A* =--- —r-, -r ; 

cos a — cos(o-f-c) 

mai s cos p— cos </=—2 sin ri-<7 ) sin j(p— q) (27): 

donc tang iA=J "' a * 

V sm j(a+ù-}-c) sin i(a —b — c) 

En opérant ainsi sur les autres expressions du même 
n° 53 , on parviendra à des résultats semblables. 

a 0 . Prenant dans le n° 54 , l’expression 

cos A 4 - cos B cos C 

cos a — -:—5—7—7;-, 

sin B sin C 

on en déduit 

cos ( B -f- C) -f- C03 A 
sin B sin C * 

1 -f cos a= c ° 9 A + c° s C) 
sin B sin C * 

d'où tang J 0 “= — S2ii£±_Q_±^ . 

cos (B — C) -f- cos A* 


1 — cos a = — - 
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mais cos/?-h cosg r= acos^ ( p-hg) cos £ (p— < /)C 3 7) : 
donc tang 2 a y/ cos , co^B^C^A) ' 


formule que le signe—du numérateur ne rend pas ima¬ 
ginaire, parce que lare A+ B -f C surpassant un qua- 
drans , a son cosinus négatif (*). 

3 °. Les expressions du n° 53 donnent aussi 
cos a — cos b cos c = sin b sin c cos A 
cos b — cos ûcos c = sin a sin c cos B ; 


et divisant la première de ces équations par la seconde, 
en observant que , d’après les équations (A), on a 


sin b _ sin B 

sin a sin A * 


n Euler, pour donner pins d’uniformite h ses résultats, em¬ 
ploie toujours les tangentes .les arcs h Heterm.ncr; mais ou peut, 
dans ce qui précède , arriver un peu plus simplement au sinus, 
i®. On a i —cos A — i sin j A’ (17), et par la formule 
coêp — cos <7 = — a sin£(/>+ </) sin \{p — q), 
on trouve 

cos ( h —c) — cos a =—asin*; (J» —e+ a ) ï ( b—c—a) \ 

ou , en changeant le signe de l’arc b — c — a et de son sinus , 
cos ( b — c)— cos a = 3 sin \ (rf- 4 -*— c) sin ^ ( a+c—b) ; 
mettant ces valeurs dans celles de f— cos A, et prenant la racine 
quarree de chaque membre, il vient 




b —c ) stn {a c ~ b) 


siu b sin c 


3°. Si on observe de même que 

1 _ cos <z = 2 sin £ a a , 
et que l’expression de cos p-h cos q donne 
co*(B+Q+ co * A=z * cos ï (B-i*£+A) + cos * ( B+C—A) » 


a r«= y/ - 


cos (A+B~t-C) cos ; ( tf-bC—A} , 
sin B sin C 


de trigonométrie. 


cos a — cos b cos c _ 
cos b — cos a cos c 


sin B cos A 
' sia A cos B * 


Si l’on ajoute ensuite l ’unité à chaqufcmembre de cette 
dernière, elle deviendra 

cos a — cos b cos c _ , sin B cos A _ 

"* cos b — cos a cos c sin A cos B * 

et on la changera facilement en 

(cos a -f- cos b) (1 — cos c) _ sin ( A-j- B ) 

cosù— cos a cos c sin A cos B * 

par la réduction des deux termes de chaque membre au 
même dénominateur. 

En retranchant l’unité au lieu de l'ajouter, on aura 
cos a —cos b cos c sin B cos A 


cos b — cos a ces c sin A cos B 

d’où l’on tirera 

( cos a — cos b') ( 1 -f- cos c) sin (B — A ) 

cos b —cos a cos c sin .<4 cos Æ 

Divisant ce résultat par le précédent, il viendra 

cos a — cos b 1 -f- cos c sin ( B — A ) . 

cos a -f- cos IjX i — cos c sin ( Z? -{- yf) * 

et comme , d’après le tableau de la page 3 o , 
cos a —cos b , „ , w 

= ,an si 

* -f- coa c , . 


sinpzr^sini/îcosip. 


on trouvera 


7 ® 


TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

tang l (b — a) tang £ (6 + o) c0t à c * 

_sin £ ( B — A) cos 5 {B — A) 

— s i n i ( B-\-A ) cos K B + A) 

Mais enaioutant et en retranchantsuccessivement V unité 

sin b sin B 

à chacun des membres de l’équation — sin ^> 

puis divisant les deux résultats l’un par 1 autre, on 
parvient à l’équation 

sin b — sin a sin B — sin A 

sin b -f- sin a sin B -+• sin A 

qui peut être transformée ainsi: 

_ «inK-g — A) c-os \ (Z?4 -A ) 

tang ±(b—a)coU{b+a) — s\n±{B + A) cos à C B—AŸ 

par les formules du tableau de la page 3 o : multipliant 
donc entre elles, membre à membre , cette équation et 
l’équation (a) , en observant que 

tangK*+<O cot H*+< 0 = 1 ( 9 )> 

on obtiendra 

, « (ain£(/?— A) )* 

(tangî (6 ■ a)) cot » c* — ~~ ^ + ^ y \ 

extrayant la racine de chaque membre, il viendra 
. sin \{B—A) 

tang j (3 a) cot;C ain 1 (Z? +A) ’ 


et divisant l’équation (a) par cette dernière , on aura 


tang l (a -f- Z>) cot { c = 


cos i (B—A) 
cos ^ {B -\~A)' 


En se rappelant que =lang p (9), on déduira des 
deux équations ci'dessus, les expressions 
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tau g 5 (£■— «) = tan S \ c 
tang i Çb + a) = tang \ c 


sin à ( B — A ) 
sïni (B + A) 
cosj ( B — A ) 
cos a ( ^ + A ) * 


qui feront connaître deux côtés d’un triangle sphérique , 
dont on aura le troisième côté et les deux angles entre 
lesquels il est compris, puisqu’en désignant par h et a , 
les valeurs des arcs b + a et b — a , il en resuite 


(£' + </), a = ±(b' —a'). 

4 °. En prenant encore dans le n° 54 , les équations 
cos A -f- cos B cos C = sin B sin C cos a 
cos B -f- cos A cos C=zsmA sin C cos b , 


et divisant la première par la seconde , on trouvera 

cos A cos B cos C sin B cos a sin b cos a 

cos B cos A cos C smAcosb sin a cos b 

Ajoutant et retranchant successivement l'unité à chacun 
des membres de celle-ci, puis divisant les résultats l’un 
par l’autre , on en conclura comme ci-dessus. 


cos A — cos B î — cos C sin(&— a) 

cos A -J- cos B ^ î 4 - cos C sin ( b -f- a ) * 

tangi (B—A) tang { (Æ-f-^)tangi c % 

_ sin \ ( b — a) cos j- ( b — a ) 

sin £ ( b-\-a) cos ~ ( b -f- a ). 7 


et comme l’équation 


sin b — sin a_sin B — sin A 

sin b -f- sin a sin B -f- sin A 


employée dans la transformation précédente, peut 
s’écrire ainsi, 


tansUfi-^)cotiCB+^) 


_sin { ( b —o) coy j 

sin 5 (6—<z)* 
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en multipliant et en divisant par cette dernière, l’é¬ 
quation^), on trouve enfin 

, _ sin i (b —a ) 

tangi (B-^) = cot 

CO s-j(é— a) • 

tang ï ( C + '0 = cot > C co3 f(4+<0’ 

formules qui remplaceront les précédentes , lorsqu'on 
connaîtra deux côtés et l’angle qu’ils comprennent. 

£o. En prenant toutes les variations dont les formules 
trouvées ci-dessus sont susceptibles, on aura 


tang^ 
tang 7 B 
tang 7 C 


Si 

S 

S 


i (g 4 -b — c) sin^Ça-f-c— b ) 
= V sin 7(éH-c-^a)si n iC a -|- 6 + c ) 
sin j Çô-f-c—o) sin 7 (a-f b —r) 
sin-j (a-+-c—6) sinK a ~H^+ c ) 


tinj (a-J- c—6)sin — g ) 

sin — c ) sin î( a +^ 4 “ c ) 


. /—co6i(/f-+-C— A)coa{(.A+M-h(') 
tang i o— y - cos ±(j+B—Qcosï{A+C--B) 

j —■ co &k(A+C — B)co*i(A+B+C) 
tang co&z (B+C-A)co*i(A+B-C) 

, J — co9±CA+B — C)cç*z(.A+/i-{-t ) 

tangâ c =y ■ cosiT 24 -C- 5 )cosi(^ + 6 W) V 


p onr tirer ces formules de leors analogues du numéro prece¬ 
dent , il faut observer que * —£ —>- = * — ( Æ +y ), et 
sia (P — 9)= — *«(?—/>), cos(p—?)= cos(< 7 —f»;- 


7 5 


tang - 
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b — a 


, sin * ( B—A ) 
= Un§ a C sin > ( B- 


sin {(B-hA) 
cos {(B — A ) 


tang ^ = ta "S* c ï3ÏKÜf3) 

c — & , sin 4 ÇC — B) 

tan S -7- = tan 6 a a mÏTÜC- 4 -^) 

c -4~ b . cos i (C—5) 

tang = tang ¥ * cq&uC +b) 

a — c , , sin £ ( A —C) 

tang = tang 5 b ^ 

a -f - c , , cos ^ ( A—C) 

ung _ = ta ng i6____ 

Æ— . ,^sini(6 — a) 
tan ® — = C0 ‘ iC ànUi+â) 

B-LA . , ^cos ï (6 — à) 
< an 6—=cot 

C—Z? , ^ sin 2 (c — &) 

tang = cot i A ai|1 , c<r _^j 

C-fZ? , cos i( c — 

tang —= cot \A - * r ) , -R 

0 2 a cos s(c + b) 

A—C . , „ sin £(a — c) 

*“8— = “*** ■» ! (0 +ô 


tang 


^±£ =cotiB ££îK2^. 

cos 4 Ya-+- c) 


Des douze dernières formules on déduit les suivantes > 
qui servent à trouver le troisième angle ou le troisième 
côté d’un triangle dans lequel on connaît deux côtés et 
les angles opposés. 
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*ang ï c = tang {(b — à) 
tang 5 c =tangî( b-}-a') 
tang 5 a = tangue— 6) 
tang l a=tang5( c + 


sin ~ ( 2 ?- 4 -yQ 
sin ^ ( B — A ) 

cos l (/? — A ) 

si» H C-J-Z? ) 

sin à ( C— B ) 
cosU C+B ) 
cos ^ ( C — B ) 


tang | 3 = tang^(o — c) 
tang ±b= tang K° + c ) 
cot i C= tang { ( B — A) 
cot £ C=tang£ (Æ-M) 
cot iy/=tang|(C—5) 
co\' z A= tang * (C-f-Z? ) 
cot î 5 = tang ‘ (A-C) 
cot ^5=tang K^+0 


sin {{A- f- C ) 
sin ^ (y/ — C) 
cosi (A C) 


cos 


C) 

sin 

i( * + 

a) 

sin 

{-(*- 

«) 

COS 

i(& + 

«) 

cos 


a) 

sin 

i(c+i) 

sin 

i ( C — 

*) 

cos 

Hc + 

b ) 

cos 

ï ( c — 

*) 

sin 

i ( fl + 

c ) 

sin 

r(« — 

O 

CO* 

a (C + 

_ c ) 


Si l’on joint à ces équations , les équations (A), qui 
serviront dans le cas où l’on connaîtra deux côtés et l’un 


(*) C es formule*, et le* precedentes, sont connue* son* le nom 
d’analogies de JYéper, parce qu’elles se déduisent des règles donnée* 
par ce géomètre pour résoudre les triangles sphériques( Logarithme- 
ru/n canonis descriptio ). 
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des angles opposés à ces côtes , ou bien deux angles et 
l’un des côtés opposés à ces angles , on aura tout ce qu’il 
faut pour résoudre un triangle sphérique : ce qui précède 
peut donc être regardé comme formant un Traité com¬ 
plet de Trigonométrie sphérique. En confinant entre 
elles les diverses formules obtenues successivement, 
on en pourrait déduire beaucoup d’autres d’un usage 
très-fréquent dans les calculs astronomiques : on doit, 
dans ce genre à M. Delambre , des résultats très- 
élégans et très-nombreux , et des applications impor¬ 
tantes des méthodes approximatives , où des séries”, aux 
'cas qui en sont susceptibles. 


Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre 
un triangle sphérique quelconque. 

61. En négligeant les variations que peut présenter 
un même cas , on ne trouve que les six suivans : 

i°. Connaissant les trois côtés (a, b, c) trouver 
un des angles (A). 


J _*/ sin ïC«4- 6 — c) sin l(q-4 -c —é) 

V sini(6-f-c — a) sin f (u-+- b c)* 

2°. Connaissant les trois angles (À , B , C ), trouver 
un des côtés (a). 


tang 


y-f- 


. cos i (B+C—A) cos &A+B+C) 
cos ± — C) cos ±(A+C— b) 


(*)• 


(*) Au lieu de cetie formule et de la prcce'dente, on emploie 
souvent celles-ci : 


sin \ A - 


_ * /sin j ( « -| - b —c) sin^ffl-f-c— b) 
* sin b sin c 


-Y 




+B + C)v*!i{B+C—A) 

•in fi siu C * 

obtenues dans la note de la page 70, et qui sont analogues à celle 
dont on fait usage pour le cas semblable de la Trigonométrie rec< 
tiligne ( 38 ). 
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3°. Connaissant deux côtés ( b, c ) , et L angle com-~ 
pris (fc) , trouver les autres angles ( B , C )• 


tang i (# + C) — 


cos £ (b-f- c ) C 


sin x C b — c) , . 

rang J (B C) = sin i ( 6 + c) cot ” A ’ 

Pour trouver ensuite le 3 eme coté (a) , voyez la for** 
mule du 6 eme cas. 

4°. "Connaissant deux angles { B, C) , et le côté com¬ 
pris (a) , trouver les autres côtés ( b , c ). 

im s • ^+=tô! 1 c* +§ "" ê ■ “ 

Pour trouver ensuite le 3 ‘ me angle (A), voyez la for¬ 
mule du 5 eme cas. 

5 °. Connaissant deux côtés ( a, c ) et un angle op¬ 
posé (C) , trouver l'autre angle opposé (A). 


sin c 

6°. Connaissant deux angles ( A , C ) et un côtéop- 
posé (c) , trouver l'autre côté opposé (a). 

sin c sin A 
sina = - «nC“* 

Pour trouver ensuite , dans ces deux derniers cas , 
y angle (B) et le côté (b) compris l’un entre les côtés , 
Vautre entre les angles , donnés'ou calculés , on chan¬ 
gera dans les formules du $ eme et du 4 eme cas, b en a, 
B en A , et réciproquement ; il viendra 


79 


DE TRIGONOMÉTRIE. 


tang i {A -h C) - 
tang l ( a + c ) : 


:5£±<fL-=l}cot**, 

COS i(a 4 - C ) 

cos \(A — C) . 


où tout est connu ( à T exception de^ot î ^ et de 
tang ‘ b , qui seront par conséquent déterminées. 

Au moyen de cette récapitulation et de celle qui 
se trouve sur la page 68 , rien n’est plus aisé que de 
résoudre un triangle spherique quelconque , en appli¬ 
quant , d’après les énoncés ci-dessus, les lettres^, 
b, c, aux angles et aux côtés donnés et 
cherchés. Le calcul arithmétique s'effectue par l'addi¬ 


tion et la soustraction des logarithmes , de la manière 
indiquée dans les exempjes rapportés au n° 3 g ; seule¬ 
ment on n’y emploie que la table des logarithmes des 
lignes trigonométriques, puisqu’il ne s’agit que d arcs 
de cercle. 


Lorsque, dans les quatre premiers cas , les cir¬ 
constances de la question laisseront douter si les arcs 
ou les angles cherchés valent plus ou moins du quadrans 
ou d’un angle droit, ort lèvera la difficulté en recourant 
aux expressions des cosinus et des cotangentes des incon¬ 
nues (57). Mais dans les deux derniers cas, il peut ar¬ 
river que la question proposée soit susceptible de deux 
solutions, et l’on s’,en assurera aisément en étudiant la 
manière de construire un angle trièdre, lorsqu’on con¬ 
naît deux de ses faces et l’inclinaison de l’une d’elles sur 
la troisième , ou bien lorsqu’on connaît les inclinaisons 
de deux faces sur la troisième, et l’angle des arêtes 


qui déterminent l’une des premières. Je.ne saurais en¬ 
trer ici dans ces détails (*) ; mais en voici du moins 
les résultats._ _ 


Il faut consulter le Développement nouveau de la partie 
élémentaire de Mathématiques de Bertrand, tom- II, Trigono¬ 
métrie, section Y, ou ses Elémens de Géométrie , 3'™ partie. 
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i°. Le triangle sphérique ne peut exister que d’und 
seule manière avec les données a, c et C , 
lorsque C = 1* 

C < i’, a < c > a 

C < i’, a > i’, c > 2*—a 

C > î», a < i’, c < 2» —a 

C > i ? , a > i’. c < a. 

et il est susceptible de deux formes , 

lorsque C < i*, * < *’. c < a 

C < i». a > « < 2 ’“ a 

C > l’, fl < 1*, C > 2*— « 

C > 1’, a > 1%. C > a 

C<ou>i’ a = iL 

2°. Avecles données^, Cetc, il ne peut avoir qu’une 
forme , 


lorsque c = i* C ^ A 

c > i’, > 1? i C A 

c > H, A < 1 \ C < ^ 

c < i», A> \\ C> Q.1 —A 

c < il, A < i>, C > A 

et il en a deux quand 

c > i«, A^> \\ C > A 

c > iî, A < ii, C > 2î— ^ 

c < .», ■ ^ C < 2 '- ^ 

c < ^ C < ^ 

c < O» > 1 *, — *'• 


6 e. Pour donner une application de la Tr.gonon.etne 
sphérique , je choisirai le problème suivant : connais- 
r . , Lit un unWeMSN, T. g. oS,mesuré dahsunplanlnclmé, 

6 . t l es angles que font avecuneverticaleSS', les cotes Sbl 

et SN du premier, trouver l'angle M'S'N' formé sur le 

„ Tvf/c'V' fiôrizohtal ou perpendiculaire à SS', par 

t^civn'S'etKS'lïignesmetm. 


DE TRIGONOMÉTRIE. 8l 

Les troislignes SS', SM et SN, déterminent un angle 
triedre dont le point S est le sommet, dans lequel on con¬ 
naît les trois angles plans MSN, MSS'etNSS'\ et puisque 
la droite SS' est perpendiculaire sur le plan NS'M', elle 
est aussi perpendiculaire sur chacune ^es lignes M'S', 
N'S', situées respectivement dans les plansS'SA r , S'SM, 
etformantparconséquententreellesunangle égal àcelui 
qui mesure l’inclinaison de ces plans : le problème proposé 
revient donc à déterminer cette inclinaison. C’est ainsi 
qu’il se trouvé résolu par des opérations graphiques, dans 
1 Essai degéi métrie sur les plans et les surfaces, ou Com¬ 
plément des Eléniens de Géométrie , n° 4 1 • 

Mais on peut obtenir l’angle cherché en le considérant 
comme faisant partie du triangle sphérique BAÇ formé 
par les cercles résultans des sections que les trois plans 
MSN, S'SM, S'SN, feraient dans une sphère dont le 
centre serait en S , et dont le raÿbnsèraitégalà celui des 
tables. On a dans ce triangle les côtés AB , AC,BC, qui 
sont les mesures respectives des angles donnés NSS', 
MSS , MSN ; et l’angle demandé est précisément 
l’angle A : il se trouvera donc par la première règle 
du numéro précédent. 

Comme exemple de calcul t je suppose qu'on ait 
observé 

l’angle MSN de 0^,7697 = BC , 
l’angle S'SM de o’,59i3 = AC, 
l’angle S'SN de o», 654 a == AB. 

Ces angles représentant les côtés d’un triangle sphé¬ 
rique dont on cherche l’angle A , je fais , 

a=.°V5 9 7, i = 0 », 5 9 i 3 , c=o», 65 4 ». 
et j’emploie la formule 

Trigonométrie. 6 e édition. 
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=/ 


sm L fg-4-6 — c)sini( Q 4-c~^) 
sin b sia c 


( note , page 77 ). 

Les arcs 1 ( a + * — c), i (« + c “ *) 8e forment en 
faisant d’abord la demi-somme des trois côtés a , b , 
c, et en retranchant ensuite chacun des côtés qui ren¬ 
ferment l’angle cherché ( 38 ) ; puis on prend les lo¬ 
garithmes des sinus de ces côtés , les complemens arith¬ 
métiques des logarithmes des sinus des restes, comme 
le montre l’opération ci-dessous. 

0^,7697 
o, 59 i 3 
o , 654 a 
Somme. a*,oo 5 a 

Demi-somme. i’,ooa6 i*,ooa6 

o, 59 i 3 o , 654 a 

1" reste. o’, 4 ii 3 2‘ m ' reste. o ?,3484 

1 . sin o*, 4 u 3 := 9,7796340 
L sin o’, 3484 = 9,7162989 
Compl- arith. du l. sin o*, 5 gi 3 = 0,0964168 
Compl. arith. du 1 . sin o», 654 a — 0,0674914 

Somme. 19,6598411 

log sin { A = 9,8299205, 

qui, dans la table , répond à o*,47*54 = \ A ; et 
en doublant cet arc on trouve A =o», 945 o 8 , ou seu¬ 
lement^ = oî,945i , en se bornant à quatre déci¬ 
males : tel est l’angle H'S'N correspondant à la va¬ 
leur donnée pour l’angle MSl\ r . 
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CHAPITRE III. 

» 

De V application.de VAlgèbre à la Géométrie . 

63. L’application de l’algèbre à la géométrie a d’a¬ 
bord pour but de faire servir les opérations algébriques 
à combiner ensemble plusieurs théorèmes de géométrie 
pour en déduire des conséquences. C’est ainsi que dans 
les deux chapitres précédens je suis parvenu aux prin¬ 
cipales formules de la trigonométrie rectiligne et d£ la 
trigonométrie sphérique. , Un théorème qui établit une 
relation entre plusieurs lignes d'une grandeur définie , 
peut toujours s’exprimer par une équation; et toutes les 
transformations qu’on opère sur cette équation, étant 
traduites en langage ordinaire, donnent des énoncés qui 
sont des conséquences du théorème duquel on est parti : 
mais ce point de vue n’ofFre qu’une très— petite partie de 
ce quedoit embrasser l’application de l’algèbreàla géo¬ 
métrie. Cette branche des Mathématiques , considé¬ 
rée en général, ne se borne pas à la recherche des pro¬ 
priétés de l’étendue par le moyen des procédés algé¬ 
briques ; on y voit encore comment on peut repré¬ 
senter par ce9 propriétés tout ce que signifie une 
expression algébrique quelconque , ramener sans cesse 
les constructions des figures aux opérations de calcul, et 
revenir de celles-ci aux premières: c’est ce que montre¬ 
ront successivement les diverses questions traitées dans 
ce chapitre. 

L’écriture algébrique, si utile pour exprimer les con- 
6 . ■ 
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ditions.des problèmes qui regardent les nombres, n est pas 
moins commode pour ceux qui ont rapporta la géomé¬ 
trie. Ces derniers peuvent se mettre en équation comme 
les premiers , dès qu’on est parvenu à trouver ans eur 
énoncé la relation des inconnues et des données -, mais il 
faut pour cela appeler à son secours quelques-unes des 
propriétés de l’espèce de grandeur que 1 ou contre. 

. 64. Par exemple , puisqu’un triangle est déterminé 
par la connaissance de ses trois côtés , son arredm. 1 être 

aussi par «moyen, et l’on peut se proposer cette ques- 

tion : 

Connaissant les trois côtés dun triangle, trouver l ex¬ 
pression de son aire. 

L’aire d’un triangle étant égale à la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur, on voit d’abord que la ques- 
tion se réduit à déterminer la banteur; et en aba.ssant 
, 4 . dansle triangle ABC J* . 4 , une p.rpendicula.resur le 

côté AC, on forme deux triangles rectangles, qui four- 

nissent des relations entre les côtés AB, BC, la per¬ 
pendiculaire BD , et les segmens AD et CD , faits par 
cette perpendiculaire. 

En effet, si on désigne par c, c', c , les côtes AB, UC, 
JC, du triangle , par t le segment ^ et P a ; n ula |": 
pendiculaire BD , les triangles rectangles ABD , BDC 

donneront _ _ a a 

2b = bd'+ Âd, jjl = “° + dc . 

on observera eh outre que dans la premier triangle d. 

kGs “ re * DC^AC-AO =0"-*, 


e t dans le second, 

PC trzAD — ACz=t —c". 

En mettant au beu des lignes le» lettres qui leerepre- 


a la géométrie. 

sentent, et faisant attention que ( c " t)' — (f c") a , 

on formera, pour l’un et l’autre triangle, les équations 

<*= u“ -f- f», c'* e= u* -f fc" — t )•, 

qui, ne renfermant que deux inconnue^ t et u, en déter¬ 
minent les valeurs. 

Si on développe la seconde équation , et qu’on la re¬ 
tranche de la première,les termes u % etf a disparaîtront; 
il viendra 

C B — C'» = 2c" t — C" a (*) , 

d’où on tirera 

1 -Ï7— J 

et l’équation c* = u a +t a , donnant 

u = ± y/ c *—t % , 

on en déduira, par la substitution de la valeur de t , 
celle de 

«=± x/7ZEEZI±ZT 

V 4c" a 

ou 

„- ±t/4^-(c--c ,r +T 

2 c" 

On peut, au moyen de cette formule, trouver la hauteur 
d un triangle quand on connaît ses trois côtés y et comme 
1 expression de son aire se mesure par la moitié de sa 
base par sa hauteur, on déduira de ce qw^précède l’aire 
d un triangle , lorsqu’on connaîtra lestas côtés. 

La lettre u désignant la perpendiculaire abaissée sur / 
le côte c du triangle proposé , l’aire de ce triangle sera 


(*) Je ferai remarquer que cette équation, mise ou* la forme 
c'* = c« ae't, présenté, par rapport au côté C , on BC, 

théorème dn n° 76 des Elément de Géométrie. 
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Jc"u=i i 

en mettant pour u la valeur trouvée ci-dessus. 

Telle e e t l'expression de l'aire d'un triangle par ses 
trois côtés. En la considérant avec attention , d est fa¬ 
cile de voir qu'elle n'est pas présentée >c. sous a forme 
la Dlus élégante qu'on puisse lui donner car elle ne pa¬ 
rait pas symétrique par rapportàchacun des côtes c,c c 

ce qui portant devrait être , puisqu'en y changeant ces 

U«resles unes dans les autres elle ne do,t pas changer 
de valeur. 11 suit évidemment delà qu elle P«“‘^e ™ 
menée à ne contenu que des “mb.na,sons semblable, 
des lettres qu'elle renfe^.U o„_aUem, « bu.^en 

£diffTrence Ue de a d’eux' quarrés , s. décompose dans les 
facteurs 

acc" + c* + c" a — t», ace' — c* — c"‘ + c\ 

qui reviennent à 

(c+ c')W’, -(c-cT+c'S 
et se décomposent eux-mêmes dans les quatre suivons. 
c 4 -c'+C% c+c # - c\ *+c'—C*, c'+c"- Cj 

on aura donc _______ 

J. ^(7+?+^'-f- c"- c) (c-f c"—c) (c-f- c'— 

* Maintenant si l’on fait attention que 

J U- c"— c = (C Th c") — 2 C 
C Wc"— c'= (0 + 0'+ c") — ac 
c +c ^c"=(c+c'+c*)-» c > 

et que l*on pose c -f c + c" = s/, on trouvera enfin 
que l’aire du triangle ABC est exprimée par 

i v/5r»c/-*)• a (> 

et se réduit à 


*7 
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VjXf— O U -O C/— c”), 

formule aussi remarquable par l’utilité dont elle peut 
être pour évaluer l’aire d’une figure plane quelconque, 
que par son élégance : elle montre que \xiired un triangle 
est exprimée par la racine quarrée du produit de la 
demi-somme des trois côtés , multipliée par les diffé¬ 
rences entre cette demi-somme et chacun des cotés. 

65. Le procédé indiqué dans les Elémens de Géo¬ 
métrie ), numéros a3 4 et a68 , pour trouver la hauteur 
entière d’une pyramide ou d’un cône , tronqués 
par un plan parallèle à leur base , étant réduit en 
formule, conduit à une expression remarquable du 
volume de ce corps. 

Si on désigne par a et J, lés deux côtés homo¬ 
logues des bases d’un tronc de pyramide , ou les rayons 
de celles d’un tronc de cône, par g la hauteur de ce 
tronc, par h la hauteur de la pyramide ou du cône 
entiers , on aura la proportion 

a —b:a::g:h, d’où 6 - 


La hauteur de la portion retranchée, étant 
aura pour expression 


, ag _ 

h — g = "~£ — ^Zî> 


h 


g> 


Cela posé , les bases du tronc étant semblables, 
seront entre elles comme les quarrés de leurs lignes 
homologues ; ensorte que, nommant S la base inférieure 
et S la base supérieure , on aura 

5 l s î I a a : 6 * , ou s * a* ! I s l b*. 


Désignant ensuite par m le rapport des grandeurs S et 
u a , il viendra . 
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S = a. a m , s — b*m ; 

et lea volumes du corps entier et du corps retranché 
seront exprimés respectivement par 




1 mga 3 
3 a—b * 


i(A-g) s = 


1 m gt> 3 

3 a——b * 


en mettant au lieu de *S, s , h et h — g , les valeurs 
trouvées ci-dessus. Retranchant enfin la seconde ex¬ 
pression de la première , on aura pour le volume du 
tronc 




Or ma* et mb % sont déjà les bases inférieure et su¬ 
périeure du tronc -, et si l’on fait ah = c“, c= \/ab 
désignera une moyenne proportionnelle entre les lignes 
a, b, et par conséquent mai = mc a , exprimera l’aire 
d’un polygone semblable aux bases du tronc et cons¬ 
truit sur le côté c , ou d’un cercle de rayon c. 

Il suit donc du résultat précédent, que le volume 
<Tun tronc de pyramide ou de cône est égal au tiers 
de sa hauteur, multiplié par la somme des aires de 
ses deux bases et d’uneJîgure semblable , construite 
sur un côté ou sur un rayon moyen proportionnel 
entre ceux de ces bases-, et comme mab — \/ma*. mb *, 
on voit que l’aire de cette figure est moyenne propor¬ 
tionnelle entre celles des bases. Si on élève sur ces 
trois figures des pyramides ou des cônes de même hau¬ 
teur que le tronc proposé, la somme de leurs volumes 
sera équivalente à celui de ce tronc. 

66. Dans Jesquestionsprécédentes,on avaiten vue un 
résultat numérique -, quelquefois on cherche des lignes. 

Qu’on se propose, par exemple, d’inscrire un quarré 
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JDEFG , dans un triangle ABC,Jig . 2 ^ } i] faudra Fig. a$. 
supposer la question résolue, et chercher ensuite entre 
les lignes données immédiatement par le triangle et le 
côté du quarré , une relation qui puisse s’exprimer al¬ 
gébriquement. * 

Pour cela, on abaissera la perpendiculaire BH , que 
l’on regardera comme connue , puisqu’on sait la mener ; 
et comparant les triangles semblables BAC et B DE , 

B AU et BDI , on formera les proportions 

AB : bd:: ac : de, 
ab : bd :: bh: bi , 

qui conduisent à 

ac : de:: bü : bi. 

Cette dernière donne une relation entre les lignes con¬ 
nues AC , BH , et les lignes inconnues BI , DE ; mais 
2?/dépend de BE , car BI-=.BH — IH , et par la défi¬ 
nition du quarré , IH— DE : désignant donc par a et b 
les données AC et BH , et par x l’inconnue IH ou DE, 
on aura 

a : x : : b : b — x , 
d ou bx~ab — ax. 

De cette équation du premier degré, on conclut 



Lorsque les droites a et b sont rapportées à une com¬ 
mune mesure, ou exprimées en nombres, la formule ci- 
dessus donne , par des opérations arithmétiques , le 
nombre qui exprime la longueur de la droite IU ; 
prenant ce nombre sur la droite B H , on aura le point 
/, par lequel il faudra mener la droite DE. 

Il n est pas necessaire, pour déterminer le point /, de 
recourir aux nombres, parce que les opérations indi- 
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quées dans l’expression de x peuvent s’effectuer sur les» 
lignes. On voit en effet que cette inconnue est le qua¬ 
trième terme de la proportion suivante : 

a + b : a :: b : x , 

et que par conséquent tout se réduit à trouver une 
quatrième proportionnelle aux trois lignes 
a + b , a et b. 

On regarde en général cofnme élégant de lier avec la 
figure qui contient les données du problème, les opéra¬ 
tions qu’il faut effectuer pour en obtenir lasolution; on 
peut en conséquence , dans la qiltestion présente, em¬ 
ployer l’angle droit CHD à la détermination delà qua¬ 
trième proportionnelle à trouver. On portera donc, sur 
HC prolongée, 

i°. IIL — a — AC, a°. LK—b— B H ; 

tirant BK, puis menant///parallèlement à B K, lepoint 
J 1 pour lequel on aura 

iik : HL :: bh:ih , 

appartiendra au côté DE du quarr éDEGF. 

67 . On peut atteindre de la même manière à des 
questions d’un .degré supérieur au premier. 

On sait que diviser une ligne en moyenne et extrême 
raison , c’est la partager de manière que l’un des segmens 
soit moyen proportionnel entre laligng entière et l’autre 
segment ; pour résoudre algébriquement ce problème , 
on désignera laligne entière par a , le segment inconnu 
par x , l’autre segment sera a— x , et l’on aura 

a l x m .l x l a —-x } ' 

d’où l’on conclura 

à 1 — ax~x*- x 
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en résolvant cette équation, on en tirera 
*=— [/a'+ia*. 

Les opérations indiquées dans cette^olution peuvent 
s’effectuer sur les lignes, au moyen du triangle rectangle; 
cara 3 -f-£ a a étant la somme des quarrés des lignes 
a et^a, le radical / a a + fa a est l’hypoténuse AC, 

Jig. q5, du triangle rectangle construit sur les côtés Fig. a5-’ 
AB = a , BC=ïa. Il ne s’agit, pouf obtenirles deux 
valeurs de x , que de combiner, par soustraction et par 
addition , la ligne AC avec la ligne BC — \a, ce qui 
s’effectuera en portant BC de C en D Air AC , et de C 
en D' sur son prolongement ) car on aura 
AD— AC—DC — ja, d’où x — — AD 

AD'=AC+DC = \/a*+ia>-Ha , d’où x——AD'. 

La droite AD rapportée en E , sur AB , par un arc 
de cercle, est la solution donnée dans le n° i5a des 
JElémens de Géométrie: et en mettant sous la forme 

* 

cf—px- f-Æ*, 

l’équation du problème , on en tire la proportion 
x -{- a l a : : a : x y 

qui revient à 

AD' : ab :: AB : AD , 

puisque 

AD' xx AD- J- 2 BC= AD -f AB. 

Il suit de là, que la ligne AD' est aussi partagée en 
moyenne et extrême raison au point D , et que le plus 
grand segment DD' est égal à la lignedonnée AB. On 
verra plus loin ( 77 ) l’énoncé auquel répondent en 
même temps les deux valeurs de x, et ce que signifie 
le signe — qui affecte la seconde. 


5 * application de l’algèbre 

Les exemples précédens suffisent pour montrer 
que la résolution algébrique des problèmes déterminés 

géométrie , présente des circonstances analogues 
à celle des problèmes relatifs aux nombres. Il faut 
d abord mettre la question en équation, tirer l’expression 
de l’inconnue; mais au lieu d’employer le calcul arith¬ 
métique pour évaluer cette expression, il faut effectuer 
sur les lignes connues, des opérations graphiques, corres¬ 
pondantes à celles qui sont indiquées par les signes algé¬ 
briques. Dans la question du n° 65, dont l’équation n’é¬ 
tait que du premier degré, c’est par les lignes propor¬ 
tionnelles qu’on a déterminé l’inconmle , et pour la 
question ci-dessus, dont l’équation montait au se¬ 
cond degre, on a eu recours à la propriété du triangle 
rectangle. Ces déterminations sont ce qu’on appelle la 
construction des valeurs de l’inconnue -, et je vais en 
exposer les principes, qui sont communs à toutes les 
questions de ces deux degrés. 

68. C’est une remarque générale, et qu’on aura sou* 
vent occasion de vérifier, que lorsqu’il n’entre que des 
lignes dans l’énoncé d’une question, et que la quantité 
cherchée est elle-même une ligne , son expression ren¬ 
ferme toujours un facteur de plus dans le numérateur 
que dans le dénominateur ; et chacune de ces quantités 
est composée de termes homogènes entre eux. L’ex¬ 
pression de t , trouvée dans le numéro 64 , remplit 
cette condition : les termes de son numérateur ont deux 
facteurs, et son dénominateur, un seul. 

Il suit de là que lorsque 1 expression d’une ligne quel¬ 
conque ne contient point de radicaux, on peut, en repré¬ 
sentant toutes les quantités qu’elle renferme par des 
lignes, obtenir la longueur de la première sans recourir 
aux nombres, et seulement en cherchant avec la règle et 
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le compas, des quatrièmes proportionnelles à des ligne» 
données. Pour le prouver, il suffira de l’exemple suivant. 


Soit 


abc -\-d? — e*f m 
g h + i>~~ » 


cette expression , dont le numérateur composé de 
ternies contenant chacun trois facteurs, tandis que les 
ternies du dénominateur n’en ont que deux, appartient, 
d’après la remarque ci-dessus, à une ligne. Si Fon fait 

abc = kd 2 , e a / = k'd % , 

gh=:k"d, i 2 = k m d , 

on aura 

, _ & (k + d - n __ d (k + d— k') 
d (k" + k') — k"+T* : 


on obtiendra donc £ en cherchant une quatrième propor¬ 
tionnelle aux trois lignes k"-±- k m , k -f- d — k ' et d, 
lorsque les lignes inconnues, représentées par k, k' t k", k m f 
seront déterminées. Les équations posées ci-dessus , 
Conduisent à 


k = 


abc _ ab c 

~cF — x S r 







Valeurs qui se forment par les proportions suivantes : 


d : a : 

. i ab 

■ 4 • 7 

d : c : 

ab abc 
* ~d * = 

die: 

: f ; SL 

J d 

die’. 

. e *f i, 

* d ’ !F~ k > 

d : g : 

: h : k H 

a » 

d : i : 



cherchant donc les quatrièmes ternies de chacune par 
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les lignes proportionnelles, on aura successivement les 
longueurs des lignes représentées par 
ab abc ef e*f fçh i * 

~d' IF* d* d * 2* 

qui donneront 

k, k r , k" et k m j 
et avec celles-ci on trouvera t. 

On reconnaît sans peine que l’esprit de la méthode 
dont jé viens de faire usage pour construire une ex¬ 
pression algébrique, consiste à transformer le numé¬ 
rateur et le dénominateur de Vexpression proposée , 
en produits d’un certain nombre de facteurs simples ou 
du premier degré, ce qui est toujours possible parles 
moyens que j’ai employés. 

Il v a des cas où cette transformation peut s'effec¬ 
tuer immédiatement, sans qu’il soit besoin d’y intro¬ 
duire des indéterminées : tel est celui de l’expression 

• * — c ( ga — frQ 

a *+b* * 

dont le numérateur équivaut à 

c (a 4- b) (a — b ), 

et dont le dénominateur peut s'écrire ainsi , 

\/a a -f-ù a X \S a * 4- b a : 

il vient alors 

f _ (a — b)(a + b)c 
ÿtf + b* {/d'+b*’ 
ce qui s’obtient par les proportions 

_ ( g-M) ç 

_ # # ( fl -f ~b) c . (g — b) (n-f-6) c 

y a +b .a .. y/. y/ a » y/ a a_J_ 
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Le radical employé dans ce calcul se construit facile¬ 
ment, car il exprime l’hypoténuse d’un triangle rectangle 
dont les côtés sont a et b. 

6g. Le triangle rectangle et le cercle fournissent les 
moyens de construire la racine quarrée^d’une quantité 
quelconque exprimée en lignes. L’usage du premier est 
évident, lorsque la quantité comprise sous le radical est 
la somme ou la différence de deux quarrés. En effet, or» 
a, dans ce cas el y a 2 — 6 “ ; l’une de ces 

expressions peut être regardée comme l’hypoténuse d’un 
triangle rectangle dont les côtés sont a et bç et l’autre 
comme l’un des côtés adjacens à l’angle droit , dan 9 un 
triangle de même nature, dont l’hypoténuse serait a 
et le troisième côté b. 

On construira, parunesuite de ces triangles, l’expres¬ 
sion \/j-d* : ayant obtenu d’abord \/ 
on représentera cette ligne par et , ce qui donnera 

a 2 + ù a — * a , 

et la quantité proposée deviendra 

on construira le radical [/ -f-t 2 comme le précédent; 
et nommant $ le résultat de cette opération, on aura 

A * + c * — £ 2 : 

il ne restera plus qu'à.trouver V/j 8 2 -f-<f*, ce qui se fera 
en prenant l’hypoténuse du triangle rectangle dont les 
côtés sont d et d. Il est facile d’étendre ce procédé au cas 
où le radical à construire contiendrait un nombre quel¬ 
conque de quarrés. 

70 . Je passe maintenant à l’emploi du cercle dans 
l’extraction des racines quarrées. On sait que la per- 
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pendiculaire élevée sur un diamètre est moyenne pro¬ 
portionnelle entre les deux segmens de ce diamètre 
( Géom. i3o); on obtiendra donc \/ab en faisant, 
ri.fig- 26 , AP = a , BP = b , et décrivant un cercle 
sur la somme AB de ces deux lignes, prise pour dia¬ 
mètre : la perpendiculaire PM, élevée sur le point P , 
étant moyenne proportionnelle entre AP et BP, sera 
l/ ab. 

On peut encore trouver une moyenneproportionnelle 
entre deux lignes quelconques a et 5, en prenant la 
plus grandi des deux pour le diamètre AB du cercle , 
et portant l’autre de A en P; élevant ensuite l’ordonnée 
PM, et tirant la corde AM , On aura la moyenne pro¬ 
portionnelle demandée ( Géom. l3l). 

A l’aide de ces méthodes , on construira tous les 
radicaux du second degré, quelle que soit la quantité 
qu’ils renferment. Soit pour exemple 


\A 


/ û . + ic _M ; 

g 
dêf 

on fera bc-=ak , — == ak' ; l’expression propo- 

ë 

sée deviendra 


\/ a" fcfe — ali' = |/( a-t- h — k' ) a , 


et pour l’obtenir, il suffira de prendre une moyenne pro¬ 
portionnelle entre deux lignes, respectivement égales à 

a-f-A k' et a : il est d’ailleurs évident que les quantités 

A et k' se détermineront par les lignes proportionnelles, 
d'après ce qui a été dit, n° 68 , puisque les équations 
dont elles dépendent, donnent 

A=^,' k’=*£, 

a “g ’ 

et conduisent par conséquent à ces proportions : 
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a : b :: c : k, 

a:d::e:~, -_ 4 , 

« 6 J a ag ~~ h - 

71 . La quantité que l’on se propose^e construire 
pourrait ne pas être homogène; mais cela n’arrivera que 
Jorsqu on aura fait quelques lignes égales àl’unité, ou que 
on aura représenté un nombre par une lettre, ou une 
'■gne par un nombre; et les méthodes indiquées ci-dessus 
ne seront pas arrêtées par cette circonstance, pourvu 
qu on tasse reparaître, dans tous les termes où elle dev«t 
se trouver , et avec des exp«ans convenables , la l,Vne 
prise pour unité. ® 


Si l’on avait 


\\J ° 


+ - 
^ æ » 


». e * ^ ue ^ on ®ût par l’é¬ 
noncé de la question qui aurait conduit à cette expression, 
quelle doit appartenir à une ligne, on verrait que 
iacun des termes compris sousle radical devrait être 
u second degré, et que par conséquent en désignant 
l’unité par n , il faudrait écrire™ au lieu de a, et -* Cr * 
bc 


au lieu de 


d 3 , ce qui ne change rien à la grandeur ab- 


soluedeces quantités, puisque »= , = „s, eten ,, r 
71 — 1, quelle que soit m. On aurait de cette manière 


t / , ben* 

V an +~3r t 


-\/"(» + 


bcn u \ 

~ir)' 


qui se construirait facilement. 

J observerai que, d’après C e qui précède, on pour 

ra “ CXtra ; C > P ar “• opération graphique la Z: 
quarree d un nombre quelle, ’ p,' e „ ant m 

moyenne proportionnelle entre deux lignes, don. l' UI 
représenterait l undi, et l'autre aurait avec celle-ci 
Trigonométrie. 6 e édition. 
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rapport marqué par le nombre proposé. 1 , par exem¬ 
ple , s’obtiendrait en prenant une moyenne proportion¬ 
nelle entre deux lignes, dont une serait les 3 de l’autre , 
puisque \/\ = V ' X 5 * 

7 a. Rien n’est plus facile maintenant que de cons¬ 
truire l’expression des racines de l’équation du second 
degré x a — ax= b*, qui peut représenter toutes celles 
de ce degré. En effet , en tirant la valeur de x, on a 

x=ia± \/ja*+b*; 

il ne s’agit que de construire le radical b 2 ( 6 9 ), 

et de prendre ensuite la somme et la différence du ré¬ 
sultat et de la ligne { a , pour obtenir la grandeur de 
chacune de9 racines de la proposée. 

Si cette équation était de la forme x a — ax=z~-b % , 

on aurait ___ 

xz=±a±. y\a *— 

ga construction, dans ce cas, ne différerait de celle du 
précédent, qu’en ce que le radical serait exprimé par 
l’un des côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle, au 
lieu de l’être par l’hypoténuse , et que ce triangle ces¬ 
serait d’exister si l’on avait ^a-O, parce qu’alors ayant 
lie. 27 . pris sur l’un des côtés d’un angle dfoit ABC ,Jig. 37 , 
une grandeur AB=b, le cercle DE, décrit du point A 
comme centre, avec un rayon qui serait moindre que^Æ, 
n’atteindraît pas l’autre côté BC. Cette circonstance 
s’accorde avec la théorie des équations du second de- 
<rré, qui donne des racines imaginaires pourle cas dont 
il s’agiu 

On pourra appliquer ce qui précède àla question sui¬ 
vante : Etant donnée la somme ou la différence des deux 
côtés contigus d'un rectangle et son aire , construire ce 
rectangle. 
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En effet, soient b* la surface du triangle demandé , 
a la somme ou la différence de ses côtés contigus,etx l’un 
d eux; l’autre sera exprimé par a — xdans°le’premier 
cas, et par a- fx dans le second; la surface sera 
( a x P 0ur I e premier cas , et (a-f-J*i)x pour le se¬ 
cond ; ensorte qu’on aura ces deux équations : 


ox — x *— ax _i_ x2=: ^ 

lesquelles étant résolues, donneront des valeurs de x 
constructibles par la méthode précédente. 

73 . Il n’est pas nécessaire de résoudre les équations 
du second degré, pour trouver graphiquement les ra¬ 
cines; on les obtient immédiatement, par les propriétés 
des lignes droites qui se coupent.dans le cercle. 

L équation x* -f- ax = b* étant mise sous la forme 


x C 27 + à) = 

?e rapporte à la propriété des sécantes et des tangentes 
qui partent d'un même point (Géom. 128); carsiondé- 
cnt 28,sur un rayon BC=L a un cercle, qu’onlui I 
mene une tangente AB dontla longueur soit b, otque par 

X;/ 8 "* 1 n tir ? T Sécante AC > en «ommant x 
la ligne AD , on aura évidemment 

— AD + Diy~ AD+ UBC = x + a , 

et la propriété citéeplus haut, donnant ADx. AD'=TTb- 
il en résultera 

x(xH-a) = fr>, 

ce qui est l’équation proposée. 

Si l'on avait x- - ax = b *, il faudrait faire AD' 

on aurait alors 


JD-x—a, et x(x—a)z=b\ 

La construction présente, n’étant sujette à aucune 
exception, montre que tant que b “ sera positif dan» 

7 - 
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le second membre, en même temps que x 2 l’est dan* 
le premier, les racines de l’équation proposée seront 
toujours réelles. 

L’équation x °— eue— — b 2 se change enax — X 2 — b 2 , 
et peut alors s’écrire ainsi : 

x (a — x) = b*. 

Sous cette dernière forme elle se rapporte à la propriété 
des cordes qui se coupent dans le cercle ; car si l’on 
. ap décrit sur un diamètre AB — a , Jîg 2q, un cercle, 
qu’on élève au point A une perpendiculaire AC=b , 
qu’on tire ensuite CM parallèle à AB, et que parles 
points.Æ/et M', où CM rencontre le cercle, on abaisse 
sur AB , les perpendiculaires PM et P'M', on aura 

AP X BP = AP {AB— AP) = ~PM , 
ou 

AP (a — AP ) = b 2 , 

puis 

AP' X BP' — AP' ( AB — AP') —~P M'\ 
ou 

AP' {a —AP')~ b 2 1 

d’où l’on voit qu’en prenant successivement pour x les 
droites AP et AP' , on retombera sur l’équationproposée 
ax — x 2 = b * , 

et que par conséquent les droites AP et AP', obtenues 
par les procédés ci-dessus, sont les valeurs de l’in¬ 
connue x. 

Il est visible que quand AC surpassera le rayon du 
cercle ou l a, la droite CM ne rencontrera plus le cercle 
et ne fournira par conséquent aucune détermination ; 
mais alors les racines de l’équation proposée seront 
imaginaires. 

Les racines de l’équationx a + ax =— b 2 nediffèrent 
de celles de l’équation x*— nx =— b 2 , que parce 
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qu elles sont affectees du signe -—. • mais leur grandeur 
s’obtiendra toujours par la construction que je viens 
d’indiquer. 

74. Dans l’application de l’Algèbre à la*Géométrie, le 
—s’interprète en général coiûme à l’égard des 
nombres, en renversant d’une certaine manière l’énoncé 
de la question, ou en prenant les lignes qui en sont affec¬ 
tées, dans un sens contraire à celui où on les avait sup¬ 
posées d’abord. 

Avant d’aller plus loin, je dois rappeler que les quan-, 
tités négatives tirent leur origine des soustractions qui 
ne peuvent s’effectuer dans l’ordre où elles sont indi¬ 
quées, parceque la quantité à retrancher se trouve plus 
grande que celle dont on doit la retrancher. On recon¬ 
naît par cette circonstance, qu’il y avait erreur dans l’é¬ 
noncé de la question, ou au moins dans son application 
au cas particulier que l’on a eu en vue ; et en redressant 
cette erreur, c’est-à-dire en modifiant l’énoncé de ma¬ 
nière à rendre possible la soustraction qui n’a pus’exécu— 
ter, on parvient à un résultatpositif ; mais pour certaines 

questions,pour toutes cellesqui mènent à des équations du 

premier degré, par exemple, on n’apas besoin de prendre 
cette peine. Le signe du résultat indique lui-même le ren¬ 
versement dont l’énoncé est susceptible; et les valeurs né¬ 
gatives,employées conformément aux règles établies pour 

effectuer les opérations sur les .quantités affectées du 
signe , satisfont aussi bien aux questions que cellesqui 
sont positives : c’est pour cela que l’on a changé la 
dénomination de racines fausses, que les analystesdon- 
naientautrefois aux racines négatives des équations. 

C’estdonc aussi parla soustraction que l’on doit expli¬ 
quer , sur les figures géométriques , les valeurs négatives 
que l’Algèbre donne à certaines lignes; et pour soustraire 
«ne ligne d’une autre, il suffit de porter la première sur la 
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seconde, à partir de l’une des extrémités de celle-ci:mais 
il y a, sur cette opération graphique, quelques observa¬ 
tions à faire, qui tiennent à la manière dont les lignes se 
décrivent. 

Fig. 3o. Soit d’abord CD,Jîg. 3o, la ligne ^soustraire àe*AB-, 
comme la première est moindre que la seconde, en 
portant cette première de B en c , leur différence Ac sera 
placée à la droite du point A j mais si l’on avait à retran¬ 
cher C'D', plus grande que AB, et qu’on portât toujours 
sur AB , à partir de la même extrémité B , la ligne à re¬ 
trancher, la différence des deux droites proposées serait 
marquée en Ac , sur le prolongement de AB , et serait 
placée à gauche du point A , c’est-à-dire d’un côté op¬ 
posé au résultat Ac de la première opération : c’est à ce 
changement de situation que répond le signe —. 

Il semblerait, au premier coup-d’œil, que l’on devrait 
effectuer la soustraction indiquée sur les lignes C'D'et 
AB, en portant la plus petite surla plus grande, car c’est 
ce t[ue l’on fait sur les nombres , lorsqu’on ôte le plus 
petit du plus grand ; mais il faut observer, a l’égard des 
lignes , qu’elles sont en général employées à marquer 
des distances à un certain point auquel on en rapporte 
d’autres,et qu’on regardecommefixe-,ellesprennent donc 
leur accroissement par l’extrémité opposée à ce point , 
et alors la soustraction, qui, par sa nature, est inverse de 
l’addition de laquelle résultent en général les accroisse- 
raens, doit s’opérer aussi en sens inverse de celle-là, et par 
conséquent en allantvers le côté où les lignesdiminuent. 
De là vient que si le point A sur la droite AB est le point 
fixe dont je parle, la soustraction de CD ou de CD' 
doit s opérer à partir du point B. La continuité deslignes 
et lapossibilité de les prolonger indéfiniment danslesdeux 
sens, donne à leur égard le moyen d’opérer , comme on 
vient de le voir , la soustraction de la même manière , 
quoique la quantité à soustraire soit devenue la plus 
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grande des deux. Voici un problème fort simple qui 
confirmera ce qu’on vient de lire. 

75. Mener dans un triangle donné ABC, fîg. 3i, Fig. 
parallèlement au côté AC, une ligne DE û soit égale à 
une ligne donnée MN. 

Les cotes du triangle étant donnés, je ferai 
AB —a, AC = b , MN^=c\ 

et je prendrai pour inconnue la distance AD, parce que 
la position d’une ligne parallèle à une ligne donnée , 
est déterminée par un seul de ses points. En faisant 
AD —x , j’aurai BD—a — jc , et les triangles sem¬ 
blables BAC et B DE dofineront 


ou 

donc 


ab : ac :: bd - de , 

a : b :: a—x : c -, 


ab — bx = ac , 

_ ab — a c a ( b —c) 

b b 

La valeur de x se construit (68), en retranchant de 
AC —b, la droite CF -^ c ,puis tirant FD parallèle à 
CB] car la similitude des triangles ABC , AFD , four¬ 
nit cette proportion : 


b 


ac : ab :: af:ad 

.. l . a{b—c) 

a . . b — c . x =: —-- 

b 


• Si la ligne MN devenait plus grande que AC, elle ne 
pourrait plus trouver place dans l’intérieur du triangle 
ABC : il faudrait prolonger les côtés AB et BC-, mais 
alors le point D passerait enD' de l’autre côté du point 
A , et c’est précisément ce qu’indiquent le calcul et la 
construction. 
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En effet, si l’on a AfN' > AC, il en résultera c> b ; 
a quantité b — c sera par conséquent négative ;mais en 
aisant la soustraction des lignes, comme il a été indiqué 
dans le numéro précédent, le point F passera en F', et la 
ligne F'D', menéepar le pointF'parallèlementàÆC, ne 
pourra rencontrer que le prolongement du côté AB e n D'. 

76. En général, toutes les fois qu’il s’agit de distances 
rapportées à un point fixe et comptées sur une mêrnp 
ligne, ou sur des lignes parallèles, celles qui sont affec¬ 
tées du signe — doivent se prendre dans un sens opposé 
a celles qui sont affectées du signe +. 

En effet, si Ion considère la situation respective de 
deux pomts dont les distances à une droite quelconque 
«oient exprimées par a + ieta-c, il est évident 
que la distance mutueFle de ces points est Z» -f-c, puis¬ 
que a + b — (a — c) — b-f-c; et pour les placer de 
cette manière par rapport à une droite quelconque A'B' 
Fig. 3 2.fg. 32, il faut tirer d’abord, soit d’un côté, soit de 
l’autre de cette ligne, a une distance AA'=a, une pa¬ 
rallèle AB , puis mener ensuite deux autres lignes paral¬ 
lèles à celles-ci, 1 une Qflf, en dehors des premières et à 
une distance AQ=:b, l’autre Q'M' en dedans et à 
une distance AQ'= c. Par ce moyen, tous lespoints, tels 
que M et M *, placés aux rencontres des dernières pa¬ 
rallèles et d’une perpendiculaire àlaligne A'B\ auront 
entre eux la distance exigée, etse trouveront dans une 
situation opposée par rapport à la parallèleintermédiaire 
AB, de laquelle leurs éloignemens respectifs sont mar¬ 
qués par + bet — c. Il est facile de voir qu’ils seraient 
tous deux du même côté de AB , si ] eurs distances à’ia 
ligne A B étaient exprimées par a -f b et a + c, parce 
qu’alors leur distance mutuelle serait b — c. 

C’est ainsi que les sinus, qui sont les distances des extré¬ 
mités des arcs au diamètre AA\ fig. io , et les cosinus 
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qui sont les distances au diamètre BB\ changent de 
signe eu passant d un côte a 1 autre de ces diamètres (23)» 

La tangente suit la même loi à l’égard du diamètre AA', 
et par la même raison. 

* 

77. Ces considérations ne s’appliquent pas aussi im- 
médiatementà la sécante, parce que sa direction change 
à chaque instant : cependant elle n’en a pas moins un 
signe propre à ses diverses situations, et qui se tire de son 
/ja 

expression analytique séca= --; mais ce n’est, en 

général, que par rapport aux lignes qui conservent la 
même direction , que le changement de signe répond 
toujours immédiatement au changement de côté (*). 

Lesdroites AD et AD', fig, a5, qui représentent les Fig. a5. 
racines de l'équation du second degré a* — axr=z x’ (67), 
quoiqu'appartenant à des valeurs de signes différens, 
ne sont pas opposées ; mais s’il s’agissait de les appliquer 
à la solution d’un problème où ellesseraient considérées 
comme des distances à un point fixe , mesurées sur une 
ligne de direction constante, il faudrait les porter de 
différens côtés de ce point, d’après la règle du n° 76. 

En effet, le problème du n° 67, par exemple , peut 
«tre énoncé ainsi : 

Trouver sur la droite AB = a, un point E, tel que sa 
distance AE au point A, soit moyenne proportionnelle 
entre sa distance à Vautre extrémité B et la ligne en- 


{*) On peut, ce me semble, donner une explication assez naturelle 
des changcmcns de signe de la sécante, en observant que cette ligue 
prend réellement une situation opposée , lorsqu’elle atteint la tan¬ 
gente par l'extrémité opposée à celle où elle y arrivait d’abord. En 
effet, dans les arcs B si et sf IY , pour lesquels l’ex|jr c * s ' on analy.» 
tique tic la sécante est négative, ce n’est plus le rayon CM quia*- 
Hiujt la langent» ATT, mais le rayon opposé. 
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tière AB. Les deux valeurs de l’inconnue étant alors 
AD et AD\ la dernière, qui se trouve affectée du 
signe —, doit être portée en AE' , au-delà du point A , 
par rapport au point B. Cette conclusion est facile à 
vérifier, car la valeur de AD' répondant à — x dans 
l’équationa a — ax = x* t vérifielequation a a -f-ax = x% 
qui résulte du changement de -f- x en — x ; et cette 
dernière équation fournit la proportion 

a -+• x 1 x :: x\ a , 

qui revient à 

AB + AE\ ou BE':AE'::AE':AB. 

Le problème suivant est encore très-propre à faire 
connaître comment il faut interpréter les diverses solu¬ 
tions qu’offre une même équation. 

Fig. 33. 78. Par un point E , fig. 33 , placé comme on voudra 

à r égard de deux droites AB et AC , perpendiculaires 
entre elles , mener une droite de manière que la partie 
DF de cette droite , interceptée entre les deux lignes 
proposées , soit d une grandeur donnés m. 

Pour connaître la position de la ligne D f F* déjà assu— 
jétie à passer par le point donné E, il ne faut qu’en dé¬ 
terminer un autre point, qu’on peut choisir connue On 
voudra; je prendrai pour cela AD', et puisque le point 
E est donné, je supposerai connues les lignes GE et 
HE> menées de ce point parallèlement aux lignes AB 
et AC: je ferai en conséquence 

GE =z a , HE —b , AD'=y. 

Cela posé, les triangles semblables EGD' et F AD' 
donnent 

gd' : ge .: ad': af -, 

mais 

GD'=AD'—AG = AD' — HE — y — b\ 
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donc 

y-b:a::y:AF=^ rB . 

Le triangle F'AD' étant rectangle en A, frurnit l’équa¬ 
tion __ a 

Ad '+AF'^zD'F' . 

qui, par la substitution des valeurs de AD ', AF 1 et 
D'F' , devient 



et 

m a )y*4-2&m a j/— b'm^o ( 1 ) , 

lorsqu’elle est développée et ordonnée. 

Cette équation monte au quatrième degré , parce que 
la question proposée a , en général, quatre solutions. On 
Voit en effet, par l’inspection de la figure , que 1 on peut 
remplir de quatre manières différentes les conditions du 
problème proposé, savoir : . 

Par les deux lignes D'F' et D'F", menées dansl’angle 
droit BAC, où se trouve placé le point E \ 

Puis par les deux lignes D m F m et D""F" n , menées 
dans les angles CAB' et BAC', adjacens à l’angle BAC. 

Il n’est pas difficile de voir que les solutions de l’angle 
BAC peuvent devenir impossibles, lorsque la grandeur m 
est au-dessous d’une certaine limite qui dépend de la posi¬ 
tion du point E, à l’égard desdroites AB et AC, mais que 
les deux autres solutions seront toujours.réelles j car les 
lignes F"D m et F""D peuvent passer par le point A , 
ce qui l es rendrait nulles, ou devenir parallèles, l’une 
à AB , l’autre à. AC, et par conséquent infinies. 

Il n’est pas moins évident que la question se simpli¬ 
fierait, sans perdre aucune de ses solutions, si on pre- 
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naît le point E à égale distance des droites AC et AB ; 
car il suffirait alors de connaître une de celles de l’angle 
BAC et une des deux autres , pour les obtenir toutes 
les quatre. 


Si on savait mener D'F\ par exemple , on en conclu¬ 
rait D F , en prenant AF = AÜ , a cause que le point 
E serait semblablement placé à l’égard des deux droites 
AC et AB ; et on déduirait, par la même raison 
D""F de U" F ", en prenant AF n "z=z AD". 

D’après cette remarque, je ferai GEz=HE, ou a=£; 
et l’équation proposée deviendra 

y — 2 a/-f aa*y— 77i 2 ( y— aoy + o a ) = o.(a). 

On ne voit pas encore comment cette équation peut 
être résolue plus facilement que la précédente; maisla 
relation observée ci-dessus, entre les diverses solutions 
va mettre la chose en évidence. 

Les triangles D'AF etD"AF n , D’ 0 AF" et D""AF n ", 
étant égaux, il s'ensuit que les angles D'F'A et D"F"A , 
D F"A etD"”F""A, sont complémens l’un de l’autre , 
et que par conséquent, dès que l’on connaîtra les angles 
iyF'A,D m F m A, on aura les deux autres , et toutes les 
solutions de la question seront connues. Mais puisqu’on 
n’a de cette manière que deux solutions à trouver immé¬ 
diatement, il estavantageux de déterminer l’angleque la 
droite, comprise entre les lignes AB et AC , doit faire 
avec l’une de ces lignes avec AB, par exemple. 

En prenant pour inconnue la tangente de cet angle, le 
triangle D'EG .montre que 

tang D'F'A=z tang D'EG = — —'ZSZÈ —>lZL2 
GE a u 

y — a 

Si on fait^-- - on aura 

a 

y—az+a, 
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et substituant cette valeur dans l’équation (a) , il vien¬ 
dra , après les réductions , 

a 4z* + aa 4 z 3 4- ( 2 a 4 — a 3 m a )z a -f- -f a 4 = o, 
ou z 4 + 2Z 3 -f- ^ 2 a - ~- - m -lz a 4 - 2 Z + 1 <•= o. (3) 

Il est maintenant visible que si la quantité z' satisfait 
cette équation , la quantité ^7 y satisfera pareille¬ 
ment (*) ; et en l’écrivant ainsi : 

z 4 -f- 2z 3 4~ az a 4- 2z -f" 1 = — z % , 

on reconnaît sans peine qu’en ajoutant z a à chaque 
membre , le premier devient un quafré parfait, 

z 4 4 - ûz 3 4- 2 z # 4" 2z 4“ * 4* C 4“ * + 1 )* : 

on a donc 

.(*•+*+ 0 *=^ *•+**. 

d’où 

z*+^+i=±2.y / ^-+i, 

ce qui revient à 

„ , ai V m a 4 ~ a À . 

z a 4- -2LJL - -L—z 4-1=0. 

a 

Cette équation doit être considérée comme équivalente à 
deux équations du second degré, à cause des deux 
formes dont le coefficient de son second terme est 


( f ) Celte équation est de celles qu’on nomme réciproques. On 
trouve dans le Complément des Elément tVAlgèbre, la manière 
de les abaisser autant qu’il est possible ; et par la transformation 
indiquée à cet effet, la proposée se réduit sur-le-cbamp au second 
degré. 
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susceptible ; et faisant, pour abréger , Yni 1 - f- a a = n f 
elle donne successivement 


a i a — n i 

z -Z-+- 1=0, 

a 

z a 4- g ~^ - Z-f- 1 =0, 

Si on désigne par z', z", les deux racines de là pre¬ 
mière , et parz*, z"", celles de la seconde, on aura, en 
vertu du dernier terme égal à l’unité, 

z'z" — i, z" z"" = î ; 

et comme z exprime la tangente d’un angle, prise pour 
un rayon = î , il s’ensuit que les valeurs z et z" appar¬ 
tiennent à deux angles complémens l’un de l’autre , et 
qu’il en est de même de z^etz''" (g), conformément à ce 
qui a été remarqué, page ip§. 

En résolvant les équations ci-dessus , il vient par la 
première , 

a •— n , i - -- 

2 =- dt— y (a — nY — Xa a , 

2a 2a v J H ? 


par la deuxième , 


z 

mais 



2 a a o 


n)»— 4a» *, 


/ (g— rc) a — 4a a = [/(n+a) (»—3a), 
V/(a-f-n) a — 4a*= ^/(n —a)(n-j-3a); 

et puisque n = surpasse nécessairement a, 

on voit que les deux dernières valeurs de z seront 
toujours reelles , tandis que les deux premières devien¬ 
dront imaginaires, lorsqu’on aura» <3a. 

Avant de parvenir à ce terme , les mêmes valeurs 
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deviendront égales si n = 3 a , c’est - à - dire si 
\/ m? —J- a* = 3 a; et faisant évanouir les radicaux, 
il vient 

m* -f- a* = g a* ; 

d’où * i 

vri^=. 8a*, ou m— {/ 8a* = 2ay/ 2 , 

ce qui prouve qu’onne pourra mener dans Yang\eDAC, 
par le point JS, aucune droite moindre que sa \/ a. 

La quantité n étant alors “h 0 * = 3 a, les 

deux premières valeurs de z deviennent égales à i , 
et les deux autres sont— 2 ± \/^. Il suit de là 
que les deux lignes D'F et D"F" se confondent, en 
faisant avec AD un angle de o’, 5 . 

Dans le cas général, si l’on fait 

y/ (a t i) a — 4o a ~ ( n. — 3a) =p 

V/(a + n) a — 4 a a = \/(ri — a) (n-f- 3 a) = q f 

il viendra, pour les quatre valeurs de z , 

j a — n — p g-n-fp 

2 a * # a a * 

q-4-w—q T „„__ q-f-n-f-q 
aa aa * 

Connaissant les tangentes»', z", on en con¬ 
clura les valeurs de^ , au moyen de l'équation 

y — az 4- a (page io8). 

Ces valeurs seront respectivement 
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AD' = — a — n—p , a + n+p 

a ~ a 

AD’=— a - n+ P -I- n « + n-p 

^ 2 

^ zr= _o±n- 5 + 0== a-«+ 2 
a a 

AD" U = — 2 ±ü ±2 + a = 

a a 

Elles se construiront aisément ; car la quantité n est 
l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les côtés sont 
ci et m , les lignes p et q s’obtiennent aussi par le# 
triangles rectangles (69), ou par les moyennes pro¬ 
portionnelles (70) ; et lorsqu’on aura les longueurs 
des quatre droites ci-dessus , les points D', D", D'", 
D"", seront donnés (*). 

79. Au lieu de prendre pour inconnue l’angle que 
doit faire avec AB, la droite demandée , on eût pu 
chercher à déterminer la distance entre le point donné 
E et le point K , milieu de la ligne D' F r , pour en con¬ 
clure D'E. Ln faisant EK = ar, et posant, pour abréger, 

F'K = D'K = — = l on aurait eu 
a 

D'E—D'K-\-EK= L+jc , F'E=F'K—EK=z l— x , 

FH=VeP-^'= v/-( 7 -x)W ; 

et lei triangles semblables D'GE , EHF' auraient 

Si on compare l’analyse que je viens de faire des diverses 
circonstances de la question ei-dessus, avec celle que l’on trouve 
dans l'Algèbre de Bezoui (3e vol . du Cours à P usage de la marine, 
édition de 1781 , pag. 334 ) ? en verra com i,j en cellc dcmiè-E-e est 
incomplète et fautive ; elle n’indique que les deux solutions repré¬ 
sentées par les lignes IÏF' et WF” 1 . 

donné 
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donné 

r/E : eg :: ef' : f , h , 

ce qui revient à 

l + x:a\: l-x: »/(/—x )%-«•, 

d'où on aurait déduit l’équation 

a( / — o: = ( / -f- x ) y/( / — .r) 2 — a*, 

qui, par l’élévation au quarré et le développement, 
serait devenue 

X 4 -( a/ 2 -f- 2 û 4 )x 2 -f- # — na 2 / 2 = o ; 

et pouvant la résoudre comme celle du second degré , 
on en aurait tiré d’abord 

x a == / 2 -f a 2 z t \/a 4 -h 4a 2 / 2 , 

puis 

*=±Vt / 2 -f a 2 ±: V/a+4- 4a 2 / 2 =±\/ \ZâF+^F t 

expressions faciles à construire, d’après ce qu’on a vu 
dans les numéros 6 g et 70. 

Cette solution , bien remarquable par son élégance , 
est tirée de Y Arithmétique universelle : Newton l’a 
donnée pour montrer comment un heureux choix d’in¬ 
connues simplifie la solution d’un problème. Celui qu’il 
a fait, dans la question qui m’occupe, lui a sans doute 
été suggéré par la considération que la distance EK ne 
peut avoir que deux grandeurs différentes, l’une relative 
aux deux solutions Z/F' et D"F", et l’autre aux solu¬ 
tions VF” et D""F"", et que par conséquent ses quatre 
valeurs doivent, abstraction faite du signe, être 
égales deux a deux. Je conclurai de là que, pour 
se déterminer dans le choix de l’inconnue , il faut cher¬ 
cher celle qui, dans les diverses circonstances que peut 
offrir la question, subit le moins de changemens. 
Trigonométrie. 6 e édition,. U 
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80. Le petit nombre de questions résolues précédem¬ 
ment, suffit pour montrer comment l’Algèbre peut s’ap¬ 
pliquer à la solution des problèmes. On a ^u reconnaître 
par ces exemples,que les circonstances relativesàla situa¬ 
tion des lignes, peuvent toujours être déduites de la con¬ 
sidération des triangles, et, moj'ennantles propriétés de 
ces figures, s'exprimer algébriquement. L’art de former 
les triangles dont il s’agit, et qui résultent , soit expli¬ 
citement, soit implicitement,des conditions du problème 
proposé, ne peut, comme la facilité de mettre en équa¬ 
tion les problèmes numériques, s’acquérir que par l’ha¬ 
bitude^). 

Les diverses expressions construites dans ce qui pré¬ 
cède , ne se rapportent qu’à des lignes, parce que les 
problèmes qui les ont amenées n’ont pour but que des dé¬ 
terminations de lignes, et c’est ce qui arrive le plus sou¬ 
vent, puisque la détermination des figures se réduit tou¬ 
jours à celle de leurs dimensions. Cependant il peutse pré¬ 
senter quelque cas où l’on cherche immédiatement une 
oire ou un volume; 1 expression à laquelle on arrive doit, 
si elle est homogène, avoir dans le premier cas à chaque 
terme de son numérateur, deux facteurs de plus qu’à ceux 
de son dénominateur , et trois dans le second cas. 


Par exemple, l’expression 


ab'c — a?d -f- 

- iF+ad P eut dé ~ 


signer une aire, et l’expression 


a?+b b c* — d7 

— - un 


(*) I *’Arithmétique universelle de Newton contient une col¬ 
lection de problèmes, aussi précieuse par l’élégance des solutions 
que par la variété des énoncés ; la Géométrie de position , par 
M. Carnot , en renferme de très-in téressans, et qui conduisent à des 
propriétés de l’étendue très-remarquables. La lecture de ces ouvrages, 
et de ceux de Thomas Simpson, sera très-utile aux personnes qui 

voudront s'exercer à la résolution des questions. 
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lame. Dans l’expression finale du n° 65 , la lettre 
m ne doit point compter , parce qu’elle exprime un 
rapport et non pas une ligne. 

Construire ces expressions, c'est faire un rectangledont 
l’aire soit équivalente à la première, et un’parallélépi- 
pède rectangle dont le volume soit équivalent à la se¬ 
conde; et pour cela on prépare , par l’artifice analytique 
du n° 68, la première formule, de manière qu’elle se ré¬ 
duise à un produit de deux facteurs, la seconde, de ma¬ 
nière qu’elle devienne un produit de trois facteurs. 

En effet, si on prend 

ab*c— m a k , d?â — mW, d* = m 3 k" } 

c 2 = mk", ad = mk"", 

la quantité m demeurera arbitraire , les quantités , 
k , h' , k a , k"+ k"", se détermineront par les lignes pro¬ 
portionnelles, et on aura 

ab 9 c — a 3 d -f- d * m?k — m 3 k" 

c a -f- ad mk" — mk M " 

_. (.k — k' - f- k"') _ ^ m(£— k' ■4 -A") 

k"-\-k" u A“-f -k" u 

résultat qui peut êtreregardé comme l’aire d'un rectangle 
dont la base serait m , et dont la hauteur serait la ligne 
représentée par la formule 

m(k — k ' 

Puisqu’on est maître de prendre à volonté la ligne m, 
on peut la faire égale à l’une des quantités employées 
dans l’expression à construire , ou bien à l’unité, si 
l’on en a choisi une. L exemple ci-dessus se simplifie 
lorsqu’on prend m = a ; il vient alors 

b*c rsz a*k , d = k\ a 3 k\ 

c *zzak m , d = k"" f 

S.. 
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ab a ç — g 3 d-\-di a 3 (k — d-\- k") 


c a -f- ad 


a d) 


_ _ w aik — d + k") 

- ûX p*+3j ' 

Ce procédé s’applique facilement à la seconde expres¬ 
sion proposée 

a 7 -fr- b s c* — d 7 
a 4 -f- M 

En prenant tout de suite a au lieu de la quantité ar¬ 
bitraire m, on fera 

£ 5 c a = a*k , d 7 = a 6 k\ M = a 3 k\ 


et il viendra 

Q 7 + &V — d T ^ a 7_i_ a 6ft 

a 4 -1-6+ a 4 -f- a 'k" • 

o 6 (a-f-&—&')_ av a ( a + fc — &') 

— <r> (“ + *") ~a+F - 
La derniere formule peut etre évidemment prise pour le 
volume du parallélépipède rectangle dont la base est le 
quarré construit sur la ligne a , et dont la hauteur est 
la ligne représentée par la formule 
a (a-{-k — k') 
a -f- /<" 

81. L’Algèbre sert non-seulementà trouver la gran¬ 
deur des lignes et des parties de l’étendue, comparées les 
unes aux autres , mais elle fournit encore le moyen de 
déterminer les figures qu’alïectent ces lignes, et en gé¬ 
néral les formesde l’espace. Descartes, en remarquant le 
premier, que ces figures et ces formes établissent des re¬ 
lations de grandeur entre des droites, est parvenu à ap¬ 
pliquer 1 Algèbre à la théorie des lignes en général ; et 
par cette découverte , l es Mathématiques ont entière¬ 
ment changé de face. 
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Si Ton conçoit, par exemple, que de tous les point9 
d’une ligne quelconque DE,Jîg. 34 , on ait abaissé Fig. 34 ^ 
des perpendiculaires PM , P'M, P"M", etc., sur une 
ligne droite AB, donnée de position, et qu’à partir d’un 
point A pris à volonté sur cette ligne , on aîf mesuré les 
distances AP ,AP r ,AP", etc., chacune de cesdistances, 
et la perpendiculaire qui lui correspond , seront liées 
entre elles de manière que l’une se conclura nécessaire¬ 
ment de l’autre. En effet, quand la grandeur de AP 
sera fixée, la rencontre de la courbe DE avec la perpen¬ 
diculaire élevée par le point P, sur la ligne AB, donnera 
la grandeur de PM\ et quand on aura cette grandeur , 
que je supposerai représentée parai, on obtiendra 
AP en prenant sur AC , perpendiculaire à AB , une 
partie AQ=ab , et en menant ensuite la droite 
QM parallèle à AB , qui rencontrera la ligne DE 
dans un point M, pour lequel on aura nécessairement 
PM=ab . 

Rien n’empêche d’imaginer que les lignes AP, PM, 
soient rapportées à une ligne commune prise pour unité, 
et que, sous ce point de vue, elles ne soient représentées 
par desnombresou par des lettres. Si la relation qui est 
entre AP et PM, entre AP' et P'M', etc. peut être ex¬ 
primée par une équation algébrique, cette équation ca¬ 
ractérisera la ligne DE, et pourra en faire connaître suc¬ 
cessivement tous les points ; c’est ce qu’on va voir sur 
deux exemples très-simples. 

82. Je prends pour le premier la droite AE ,fig. 35 , Fig. 35. 
menée par le point A , toutes les perpendiculaires PM, 

P'M', P"M", etc., abaissées de chacun de ses points sur 
la ligne AB, détermineront une suite de triangles APM, 

AP' M' ,'AP M , etc., tous semblables entre eux, et qui 

donneront 

AP\PM : : AP ' : P'M \ \ AP n \P n M\ etc; 
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ou ce qui revient au même , 

PM _ P'M' _ P*M" 

AP'~~ MP' ~~ AP" » etC> 

La relation de toutes les distances AP aux perpendi¬ 
culaires PM est ici bien facile à saisir ^ elle consiste dans 
le rapport constant que chacune des premières a avec- 
celle des secondes qui lui correspond ; et si l’on désigne 
ce rapport par a , on aura 

PM=aXAP, P'M'=aXAP\ P"M"z=aXAP", etc. 

Toutes ces équations, qui semblent particulières à 
chaque point de la droite AE, peuvent être comprises 
dans une seule , en désignant la distance du pied de la 
perpendiculaire au point A , quelle qu’elle soit, par x, 
et en représentant la perpendiculaire elle-même parj>* 
car on aura alors^=ax. Cette équation, qui renferme 
deux inconnues, x , y, ne peut donner la valeur que 
d’une seule, et cela après que l’on a fixé arbitrairement la 
valeur de 1 autre : lorsqu’on assigne à x une valeur quel¬ 
conque JP, y prend la valeur correspondante PM. Si 
l’on a, par exemple, a = { , on trouve PM = £ AP , 
c’est-à-dire qu’en prenant PM, égale à la moitié de AP, 
le point M est sur la droite AE , et non ailleurs. 

La ligne AE ne se termine pas brusquement au point 
A\ on doit, pour embrasser toute son étendue , la con¬ 
cevoir prolongée en AE' , au-dessous de la ligne A B et 
à gauche de la ligne AC. Cette dernière partie est com¬ 
prise aussi dans 1 equation^y z=.cuc : car ou peut donner 
à x, dans cette équation , des valeurs négatives, et ces 
valeurs exprimant lesdistances à la ligne AC, doivent être 
prises du côté opposé à celui où l’on a porté les valeurs 
positives (76) : elles donneront donc des points tels que p, 
places en arrière du point A. Mais les valeurs corres¬ 
pondantes de y étant aussi négatives, doivent être prises 
du côté opposé à celuioùl’ona porté les valeurs positives 


T 
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c’est-à-dire au-dessous de AB, commepm; et il est visible 
d’ailleurs que, si Ap est prise égale à AP, pm sera pa¬ 
reillement égale à PM:on tombera donc de cette manière 
sur les points du prolongement .^.E'de la droite AE. 

83 . Je considère en second lieu le cercle décrit du 
point A, Jig. 36 , comme centre, et d’un rayon égalàFig. 3 ff< 
la ligne AD. Ce qui distingue les points de la circon¬ 
férence des autres points du plan, c’est d’être tous à une 
distance du centre A qui soit égale au rayon AD \ et par 
conséquent quelque part que l’on prenne le point J/sur 
cette courbe, les droites APe t PM seront les côtés d’un 
triangle rectangle, dont l’hypoténuse AM sera égale à 
AD. En faisant donc 

AP ~ x, PM—y , AD = r, 

on aura 

et on tirera de la 

y = ^r^ — x 2 , 

équation au moyen de laquelle, en se donnant a: ou AP, 
on aura, par le secours du calcul, et sans qu’il soit be¬ 
soin de construire la figure, y ou PM , ou du moins le 
rapport de cette ligne avec le rayon. En prenant ; par 
exemple , x z=±r , il viendra 

y = V / | 7 i = rX i ^-. 

On concevra sans peine que l’on peut déduire de 
la même expression , les lignes PM pour tous les points 
de la ligne AB , compris entre A et D. L’équation 
y = [/^ x a prouve aussi bien que la description 
géométrique de la circonférence du cercle , que cette 
courbe ne doit pas s’étendre au-delà du point D\ car 
pour prendre le point P au-delà de celui-ci, il faudrait 
supposer x > AD , ou >r , et dans ce cas, la valeur 
de y deviendrait imaginaire. 


I 
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Quoique je n aye considéré que le quadrans DE/ 
les trois autres, qui complètent la circonférence , sont 
compris dans l’équation x a -f-y a =r a ; car l’ordonnée y 
ayant, pour une même valeur de x, deux valeurs, savoir r 

4 - V r * — x? et —V r a — x% 

la seconde doit être portée du côté opposé à la pre¬ 
mière (76) , et fournit par conséquent tous les points du 
quadrans DE'. Mais on peut aussi donner à x des va¬ 
leurs négatives qui doivent se porter de A en D\ puisque 
les valeurs positives ont été portées de A en D \ et à 
chacune de ces valeurs répondront deux valeurs de y : 
la valeur positivedonnera les points du quadrans D'E , et 
la valeur négative les points du quadrans D'E'. 

84. Quoiqu’on ne tire des équations 

y =ax , y = ±: t/r a — , 

que des valeurs appartenant à des points toujours dis¬ 
joints , néanmoins la continuité qui résulte de la descrip¬ 
tion de la ligne droite et du cercle, représentés respec¬ 
tivement par ces équations, n’est point violée, parce 
qu’on peut toujours déterminer par leur moyen deux 
points aussi voisins 1 un de l’autre qu’on voudra, puis- 
qu il Suffit pour cela de prendre pour x deux valeurs 
consécutives presque égales, et que rien ne limite la pe¬ 
titesse de la différence qu’on peutmettre entre elles. 

, 85 \ Cette manière de représenter le cours des lignes, 
c est-à-dire les circonstances de leur forme et de leur 
situation, en les rapportant à une droite, par des perpen¬ 
diculaires, nitrite la plus grande attention; on voit quelle 
revient à déterminer la position d’un point quelconque , 
par le moyen de sa distance à deux droites AB et AC, 
t’ig-34. perpendiculaires entre elles. Le point 3 4, est en 

effet déterminé lorsqu’on a les distances AP et AQ t 
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puisqu’il se trouve à l’intersection des lignes PMe. t QM, 
menées par les points P et Ç, parallèlement aux droites 
AD et AC. 

Les lignes AP et AQ y ou leurs égales,^ M et PM t 
se nomment des coordonnées. On se sert ordinairement 
du mot abscisse pour désigner celle qu’on suppose con¬ 
nue , et l’on donne à l’autre le nom d 'ordonnée. Ainsi , 
dans les exemples précédens, où j’ai toujours exprimé 
les lignes P M par les lignes AP, PM était l’ordonnée, 
et AP l’abscisse. Les lignes AB et AC, qui déterminent 
la direction des coordonnées , se nomment les axes des 
coordonnées. 

Il faut bien observer que pour les points situés sur la 
ligne AB t la distance AQ ou PM est nulle, et que par 
conséquent, si on la représente par^r, on a pour tous ces 
points,^ =oj par la même raison, on a QMou AP, 
ou x= o, pour tous ceux qui sont placés sur l’axe AC^ 
et enfin au point A ,qu*on nomme /’origine des coordon¬ 
nées , on a en même temps 

x = °, y= o. 

En ne donnant que les valeurs absolues de l’abscisse 
AP et de l’ordonnée PM y le point M reste encore indé¬ 
terminé à quelques égards ; car on ne connaît alors que 
les distances de ce point aux droites indéfinies BB' et 
CC ,Jig . 37 • et en conservant ces mêmes distances, ilfifi*^ 
pourrait se trouver indifféremment dans l’unquelconque 
des quatre angles droits B^AC , B'AC , B'AC y BAC • 
mais les combinaisons des signes affectés aux coordon¬ 
nées AP * t PM , font connaître dans lequel de ces angles 
se trouve le point proposé. En efTet, étant convenu 
de donner le signe -f- aux parties de la ligne AB y en 
allant de A vers B y le signe — ser a celui qu’il faudra 
assigner aux parties de AB ', en allant de A vers B'. De 
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même, si I on a donné le signe -f- aux parties de AC ; 
en allant de A vers C, les parties de AC' en allant de A 
vers C , seront nécessairement affectées du signe —. 
Cela posé, on aura 


pour le point M 
de l’angle 


BAC, ... 

) 4 - AP ou 

4 -ar 

"J 4 -PM 

4 -y 

B'AC, ... 

1 — AP 

- X 


" J -f- PM 

+ y 

Y AC, ... 

i — AP 

- X 

"J — PM 

— y 

BAC , ... 

) 4 - AP 

4 - J 7 


"J — PM 

— y 


Le choix des lignes AB et AC, perpendiculaires entre 
elles, n est pas le seul qu’on puisse faire pour déterminer 
sur un plan lapositiond’un système quelconque de points; 
toute combinaison de lignes capable de fixer la position 
d’un point, ses distances à deux points donnés , par 
exemple, serait également propre à cet usage ; mais dans 
Je plus grand nombre de cas, les coordonnées perpen¬ 
diculaires sont celles dont l’emploi présente leplusde 
facilité; et on verra plus loin plusieurs exemples de la 
manière dont on passe de ces coordonnées à diverses 
manières d assigner sur un plan la position des points. 


86 . L'équation qui exprime les relations entre les AP 
et les PM, pour une ligne donnée, s’appelle Y équation 
de cette ligne , et celle-ci se nomme à son tour le lieu 
de l’équation qui lui appartient. 

Il est visible que toute question géométrique indéter¬ 
minée , renfermant deux inconnues , conduit à un lieu 
géométrique. S il s agissait, par exemple, de former 
tous les triangles rectangles q ue r on peut construire sur 
une hypoténuse donnéea , en nommant a; ety, les côtés 
de l’angle droit de ce triangle, l’équation du problème sç~ 
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rait x % -\- y* —a?’, et on satisferait à la question en décri¬ 
vant sur un rayon égal à a un quart de cercle, et en abais¬ 
sant de tous les points de ce quart de cercle des perpen¬ 
diculaires sur son rayon : le quart de cercle serait le lieu 
de tous les sommets de l’un des anglei^aigus de ces 
triangles. 

L’équation d’une courbe s’obtient toujours en expri¬ 
mant analytiquement, ou l’une quelconque de ses pro¬ 
priétés , comme on l’a fait pour la ligne droite , ou les 
circonstances de sa description, ainsi qu’on en a use 
à l’égard du cercle. Réciproquement , une équation 
quelconque, considérée en elle-même, donne aussinais- 
sance à une courbe dont elle fait connaître les propriétés. 

Ce dernier point de vue étant le plus général et le plus 
fécond , c’est désormais de la considération des équa¬ 
tions que je déduirai les lignes. 

87. De toutes les équations à deux indéterminées, la 
plus simple est celle du premier degré ; et elle appartient 
à la ligne droite, la plus simple de toutes les lignes. Cette 
équation peut être représentée par Cy = Ax -f- B ; mais 
en'la divisant par C, elle 11e perdra rien de sa généralité, 

et deviendra y = ^ x + ^, ouy = ax + b , en faisant 

, ~ = b: c’estsous cette forme que je l’emploierai 
C C 
désormais. 

Supposant d’abord que b soit nul, on aura 

y 

y —ax , ou ' L ~— a • 

c’est-à-dire quedans toutel’étendue delà droite, lerap- Fig. 35 . 
port de PM à.AP,Jig. 55 , sera constant. Cette pro¬ 
priété, qui n’est que Texpression delà similitude des 
triangles APM> AP'M' etc., et de laquelle il résulte que 
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PM P'M' 

■AP ~ÀP f * etc *> < ï ue ^ c I ue part qu’on prenne les points 

y * etc * » sur ^S ne , ne peut appartenir qu’à 
f igné droite ./ 4 F, menée par le point A, origine 
des coordonnées. 

Le rapport , ou le coefficient a , dépend de l’angle 

que fait la droite AE avec l’axe des abscisses AB • mais 
dans le triangle APM , que je suppose rectangle en 
P, le rapport de PM à AP est égal à la tangente de 
angle PAM( 5 o) : a représente donc la tangente de 
cet angle. 

En considérant l’équation y = ax -f- b, on voit que 
la nouvelle ordonnée^ nediffère delapremière , y=ax t 
qu’en ce qu’elle la surpasse de la quantité b -, d’où il suit 
que si on prend AD — b, et qu’on mène la ligne £>Fpa- 
rallèle à AE , elle sera le lieu de l’équation y =ax 4 -b 
puisqu’on aura J * 

PN =PM +MN =PM -f- AD, 

P 'N' = P'M' -f- M'N'=P'M' -f- AD , etc. 
et il faut bien remarquer que le coefficient a restera le 
meme pour toutes les droites parallèles à AE. 

Il est aisé de voir que rien, dans l’équation y=.ax-\-b 
ne limite les valeurs que l’on peut donner à a*, et que par 
conséquent celles dey deviendront aussi grandes qu’on 
voudra; mais en même temps, rien ne bornantle cours 
de la ligne DF dans l’espace indéfini BAC , on trouvera 
toujours des abscisses et des ordonnées assez grandes 
pour représenter les valeursde^ et de x, qui satisferont 
à l’équation proposée. 

Faisant x= o, on •urajr-fc, et cette valeur ap¬ 
partiendra au point D, où la droite DF rencontre l’axe 
AC des ordonnées. Lorsque x sera négatif, on trouvera 
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y = —ax b t 

et ax étant moindre que b , y sera encore positif, mais 
moindre que b ou AD. Le cours de la ligne DF 
montre que cette circonstance ne peut avoir lieu que 
dans la partie DF' , correspondante à deïtebscisses Ap t 
situées du côté opposé aux abscisses AP , que j avais 
choisies pour représenter les valeurs positives de x ; 
c’est donc de ce côté qu’il *faut prendre les valeurs né¬ 
gatives de x. 

Pour trouver la valeur de x, quirépond au point f ou la 
ligne /^rencontre l’axe AB des abscisses, il faut faire 
y = o, ce qui donne 

ax-\-b = o f et x=—^—Af 

Lorsque x , restant toujours négatif, sera devenu plus 
grand que la quantité -,y lui-même deviendra négatif j 

mais au-delà du point^*, la ligne DF 1 se trouve au-dessous 
de la lign eAB , l'ordonnée p'nf tombera donc d’un côté 
opposé à celui où elle était située d’abord, et par consé¬ 
quent les valeurs négatives dej doivent se porter d’un 
côté de la ligne AB , opposé à celui qu’on a adopté pour 
les valeurs positives. 

Ces remarques, qui confirment ce qui a été dit dans 
le n° 76, ne sont pas particulières à la ligne droite. On 
ne saurait y faire trop d’attention ; car c’est de l’usage 
des quantités négatives dans les figures, que dépendent 

én grande partie , les diverses formes qu’affectent les 
lignes courbes. 

L’équation ^ = ax-j-bne renfermant que deux cons¬ 
tantes, a et b, dont la valeur particularise la droite qu’on 
considère, en la distinguant de toute autre, il s’ensuit 
q U e deux conditions suffisent pour déterminer cette 
droite. Celles qui s’offrent les premières, sont de l’assu- 
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jétir à passer par deux points donnés, ou bien à être pa¬ 
rallèle ou perpendiculaire à une autre droite donnée, et 
à passer en outre par un point donné. On aura besoin 
dansJa suite de connaître la forme que prend l’équation. 
y=tzx + b , pour satisfaire à ces diverses conditions; 
c’est pourquoi je vais les examiner chacune en par¬ 
ticulier. 


88 . Si on cherche l’équation de la ligne droite qui 
passe par deux points , dont les abscisses soient et et et' 
et les ordonnées fi et /S', on mettra successivement et et et' 
à la place de x f (3 et fi' à celle de y , et on aura , pour 
déterminer a et b, les deux équations 


£ = use -f- b 

fi' =rfl£t'-f- b 
et il en résultera 


! 


dont on tirera 


— fi 

a !—«t 
a!fi—* fi' 

—p——— 


a! —a. ^ » 

pour l’équation de la droite cherchée. 


On peut donner à ce résultat une forme plus simple; 
car si on retranche de l’équation y = ax -f- b, l’une des 
deux équations ci-dessus, la première , par exemple , 
b disparaîtra, et il viendra 


y fiz=z a (x — et) : 

cette dernière équation sera celle dune droite assujétie 
a passer par le point dont les coordonnées sont ce et fi, et 
faisant d’ailleurs avec l’axe AB un angle quelconque : en 
y mettant , a u lieu de tz, la valeur trouvée précédem¬ 
ment , on aura 


y-* 



(X — *). 


La distance des points proposés, ou la partie qu’ils 
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interceptent sur la droite cherchée , aura pour expres¬ 
sion 

/(*'-«)* + ((?-(3)*: 

cela se voit évidemment, en supposant que 2 Vet N' re¬ 
présentent ces points; car leur di>tance !W f étantl’by- 
poténuse du triangle rectangle NIiN f , il s’ensuit que 

MY % z=m+ WR^AP'-AP)* 4- (P'iV'— PN)\ 

89. Pour obtenir l’équation de la ligne droite qui pas¬ 
serait par le point dont les coordonnées sont «t et /3 , et 
qui serait parallèle à la ligne représentée par l 'équation 
y=a'x- f- b', il suffira de substituer a'au lieu de a dans 
l’équation y — 0 =a(x — a), qui satisfait déjà à la pre¬ 
mière condition, puisque , d’après le n° 87, le coefficient 
de x estle même dans les équations des lignes droites 
parallèles entre elles ; on aura donc pour celle qu’on 
cherche 

y — $ — a (x — et). 

90 . Enfin , si AE et Al ,fig. 38 , sont deux droites p* lg . 3$. 
perpendiculaires entre elles , passant par l’origine A , 

et que sur l’abscisse AP , on élève les ordonnées PM 
et PM', on trouve , en comparant les triangles APM 
etAPM', que le rapport de AP à PM est inverse du 
rapport de AP à PM'} ensorte que si a est le coefficient 
de x dans l’équation de AE (87) , ce coefficient sera 

- dans celle de AI. Mais les ordonnées de cette der- 
a 

nière , tombant au-dessousde AB doivent, par le n° 78, 
être affectées du signe — : les équations des droites AE 
et Al seront donc 

y=ox, y = — '-x (*)• 


(*) On parvient aussi à ce résultat sans s’appuyer sur le n« 76 ; 
car l’inclinaison des deax droites AM et AM', fiz-î 9 > passant 
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Considérant ensuite les droites et GH, respecti- 
vementparallèles aux droites^-et AI, et par con¬ 
séquent perpendiculaires entre elles, on trouvera pour 
leurs équations 

y = ax + b et n'précéd.). 

Si la seconde doit passer par un point dont les coor¬ 
données soient a. et/ 3 , son équation deviendra 

gi. Deux lignes qui se coupent ont à leur point 

par l'origine, détermine la forme du triangle compris entre les 
points Mc t M', correspondans à la même abscisse AP et l’ori- 
gme A , triangle dont le S côtés sont faciles à calculer , par les équa¬ 
tions de ces droites , que je suppose * 

J = ax, y = a ' 

En effet , si AP — x , on a PM—ax , PM' =a'x 
MM' = PM— PM= ax — a'x ■ 
les triangles rectangles APM, APM’, donnent 


ÂP+ PMl=x* + a *x* 

AM'L AP \JM'- x > + . 

et quand ces droites deviennent perpendiculaires entre elles le 
tnangiytf^Ar dev.cm rectangle en A, MM, qu, en est alors 
I hypoténuse, doit satisfaire à Péqnaiion 

MM' '= AM*A AM'\ 
que les valeurs ci-dessus changent en 

(dx—a'x)*==xr» +a'x*+a'*x*. 

Développée, réduite et divisée par ax’, elle revient h - aa' » i, 

d’où Pon conclnt a' «= - i , comme ci-dessus. 


Il est bon d'observer 
que doit subir la figure . 
constance qui ne perme 
soient du même côté de f 
l'algèbre opère donc sur 
analogue à celui qui a 
questions numériques, i 


r que le signe — indique ici le changement 
, quand l'angle MAM' devient droit, cir- 
et plus que les deux lignes AM et AM' 
axe AB ,ainsi qn’on Pavait supposé d’abord; 
a situation de ces lignes un redressement 
‘•eu par l cs solutions négatives , dans les 
( Voyei les Elément d’Algèbre.) 

d’intersection 
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d’intersection les mêmes coordonnées; ensorte que pour . 
trouver celles du point de rencontre des deux droite* 
donnée* par les équations 

y =zax -f- b, 
y = ax -f- b', ^ 

il n y a qu’à supposer que les inconnues x et y ont la 
même valeur dans l’une et dans l’autre équation : on 
aura ainsi 


ax -f- b = ax -j- b\ 

ce qui donnera 


x 


b —b' 

a! — a 


et y — - 



On voit par ces valeurs que le point de concours est 
d’autant plus éloigné des axes AB et AC , que la quantité 
o'— a est plus petite, et qu’enfin x et y deviennent inlinis, 
lorsque a — a , c est-à-dire lorsque les droites proposées 
cessent de se rencontrer, ou sont parallèles. 

92. Il peut être utile de connaître la longueur de la 
perpendiculaire abaissée d’un point donné sur une ligne 
donnée ; et on y parviendra en cherchant les différences 
entre les coordonnées de ce point et celles du point où 
la droite donnée rencontre la ligne qui lui est perpen¬ 
diculaire. 

L’équation de la première étant 
y = ax 4- b , 
celle de la seconde sera 


y— /3 = — i(ar— *), 

si ci et 0 désignent les coordonnées du point donné; mais 
on peut mettre l’équation y = ax +b sous la forme 
y — (S=zax+b — 0 — a* + a* t 
qui revient à 

• y—— — 4- 6 — / 3 -j-a*, 

Trigonométrie. 6* édition. 9 
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et, jointe à jr _ /J = _ I ( * _ « j, elle donne» 

x-« = lg- a *-r±> y —fi - e-M-i 

l + a , .y *- v — a .- 

Substituant ces valeurs dans l’expression 

V(*—«)'•+• (.y —É)’ (88), 

on aura, pour la longueur de la perpendiculaire cher¬ 
chée , • 

9> — a a — b m 

V* +« a 

g3. Ce qui précède conduit à l’èxpression du sinus, 
du cosinus et de la tangente de l’angle que forment 
entre elles deux droites données. Soient 

y j==, ax -f- b , y ~ a JC ~h b' t 
les équations des deux droites proposées ; il est évident 
que l’angle qu’elles font entre elles ne changerait point 
si on les faisait mouvoir toutes deux parallèlement à 
elles-mêmes jasqu à ce qu’elles passassent par l’origine 
des coordonnées j et alors leurs équations se séduiraient à 
y=ax, y =» J * (87). 

C’est dans cet état que je les considérerai et je les 
Fig. jo. représenterai par les lignes AM et AM\fig. 40 . 
Ayant pris sur l’une d’elles un point M\ dont les* 
coordonnées soient désignées par * et /2, la perpen¬ 
diculaire MM abaissée de ce point sur l’autre ligne 

AM } sera, exprimée par — - , à cause de b = o 

V 1 +«* 

(9a) ; mais 81 1 on fai t AM' = r, les coordonnées du 
point A étant nullea , on aura 

«■'+ É 4 = r’; 
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et parce que le point M' est sur la ligne AM, dont 
l’équation est y = ax, il s’ensuivra /3 •= d j. Cette 
équation combinée avec la precedente, donnera 




V 1 ’ 


substituant ces valeurs dans celles de la perpendiculaire, 
on trouvera 

, r(a —q) # \ 

y i a* y i-y a'* 

et si l’on donne à la perpendiculaire MM' le nom de 
sinus, qu’on lui a assigné dans la trigonométrie, ©n 
aura 

sin MAM = -- ■ 

V 1 -H a a |/ 1 4- u' a 

«n prenant r pour rayon. , 

Si on retranchede r 3 le quarré de cette expression, on 

aura celle deAM, ou du quarré du cosinus de l’angle 
MAM', savoir : 

(cos MÂM'Y — 

yp+O (1 +°'")— ay r‘(i+aaa'-fa’a s ) 
(!+?*)(... _ (î+a^i^^ ‘ 

et prenant la racine quarrée, il viendra 


co s MAM — 


r ( î -1- aal ) 


enfin, faisânt r== î, on tirera dq ces deux expressions, 


tac g MAM == _ a '~ Q 

coaMAM_ “ i + ««'■ 

J’aurais pu déduire immédiatement cette dernière 
valeur de la* formule 

9*' 
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««■g cp±o=— y ±ta - g i -. 

iqrtangptang(/ 

rapportée dans le tableau de la page 3o, puisque l’angle 
MAM' est la dilférence des angles B AM' et B AM , et 
que par conséquent, si l’on désigne ces derniers par p 
et q t on aura 


tangp = o', tang9 = a, et tang(p—<7) = J?-— 

i -\~ao! * 

comme ci-dessus; mais cette formule repose sur celles 
du numéro 11, obtenues par le moyen d’une construc¬ 
tion, et je me suis proposé de tirer des seules équations 
des lignes, tout ce qui est nécessaire pour l'application 
de l’algèbre à la géométrie. 

L’équation du cercle obtenue dans le n° 83 , n’est 
que particulière, parce qu’on a donné au centre une 
situation déterminée, en le mettant à l’origine des coor¬ 
données. Pour généraliser l’équation de cette courbe, 
Fig. 36 . il faudra avoir l’équation du cercle DED'E\ fig. 36 ' 
en prenant pour origine des coordonnées le point A", 
placé d’une manière quelconque par rapport au centre A; 
et pour cela, il suffira d’écrire analytiquement que la 
distance de ce centre à chacun des points de la circon¬ 
férence, est égale à r. Or si l’on désigne par p et <7, les 
lignes A m A' et A'A , qui seront alors les coordonnées du 
centre A , par rapport aux axes A m B' et A m C ) et que l’on 
fasse A"Q = x, QM^=y , on aura (88) 

AM—r— 

d’-où on tirera, en quarrantles deux membres et en dé¬ 
veloppant , 

ar* — 2 px -f-p a — 2 qy -f. <7* = r 3 . 

Cette dernière équation est la plus générale que l’on 
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puisse obtenir pour le cercle, en le rapportant à des coor¬ 
données rectangles : elle ne peut être particularisée que 
paç la détermination des trois quantités constantes p, q 
et r, dont les deux premières fixent la position du centre, 
et la troisième représente le rayon. Il suit (te là qu’il faut 
trois conditions pour déterminer la position et la gran¬ 
deur d’un cercle; et c’est aussi ce qu’on a vu dans les 
Elémens de Géométrie. 

Si on voulait déterminer le cercle qui passe par trois 
points dont les coordonnées soient 

et et /S, et' et H' t et!' et /S", 

on mettrait et, a!, et ' à la place de x, et /S, jS', /S" à 
celle deyr; on formerait ainsi les trois équations 

« a — 2 pci -+-p 2 -4- £ a — 2 q(2 4 - q*= r “. 
et' 2 — apa' -hp“ 4- £'* — zqfc' + q a = r a , 
et" 2 — apa" 4-p a 4 - /3" a — 2<7/3" 4- q 2 = r*, 
qui ne renferment que trois inconnues, savoir, p, q et r. 

Si on retranche successivement la première de la 
deuxième et de la troisième, on aura, en effaçant les 
termes qui se détruisent, 

2 f(“— P)q\ — («•— j3'*) = o, 

ces deux équations ne contenant p et q qu’au premier 
degré, font voir que le centre du cercle demandé ne 
peut avoir qu’une seule position ; et quant au rayon , 
comme on a immédiatement 

r= Vzpx 4- p A 4- /3“ — 2 ç/3 -f ç 3 , 

il n’est susceptible que d une seule grandeur s on ne 
peut donc faire passer par trois points qu’un seul cercle. 
Les résultats de la résolution des équations ci- 
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dessus étant inutiles pour ce qui doit suivre, je ne l’a¬ 
chèverai point, mais je ferai remarquer qu’elle pour¬ 
rait s abréger par l’effet de la symétrie de ces équations, 
qui mènerait aisément à la construction donnée dans 
les Eleraens de Géométrie. . • 

g5. L’équation générale du cercle 

X* — a px -h P* -+• y 5 — a qy -f- q x = r* 
ce simplifie dé plusieurs manières , qui méritent d’être 
remarquées, parce que les formes qu’elle prend alors 
«ont employéesfréquemment dans l’arfalyse. 

Si l’on y fait p=o, q -=o , on retombe sur x a -f-y a =r*. 

Pour placer l’origine des coordonnées sur la circonfé¬ 
rence du cercle, il suffit de faire p a -J-^ a =r“, puisque 
\/ p a -4“ Ç 2 exprimant alors la distance du centre à l’o¬ 
rigine , il f’ensuit que cette distance e»t égale au rayon : 
l'équation du cercle se réduit dans ce cas, à cause de 
celle qu’on vient dç poser, à 

a? — Qpx -f y — 2 qy = ô. 

Enfin si, pour plus de simplicité, on prenait l’ori¬ 
gine à 1 extri mité D' du diamètre , le centre se trouvant 
alors sur 1 axe des abscisses * son ordonnée deviendrait 
nulle, son abscisse p serait égale au rayon r, etl’équa- 
tiôn ci-dessus se changerait en 

x 2 — 2rx +^ a = o. 

Cette dernière et la première, x a -fy^r 9 , sont celle* 
des équations du cercle dont on fait le plus fréquent 

usage. 

g6. Ce qui précède étant bien compris, toutes les 
questions que 1 on peut proposer sur la ligne droite et 
sur le cercle , se ramènent facilement à l’algèbre, sans 
qu’il soit besoin de recourir à d’autres propriétés de» 
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figures, qu’à la relation qui existe entre les trois côtés d'un 
triangle rectangle (*). Soit, pour premier exemple, 
cette question : 

Deux lignes droites, AE et DE, Kg. 4* ; *ant don - Fig. 4' 
nées par les angles qu'elles font avec une trav ume . . > cî 
par la partie ÀD quelles interceptent sur cette troisième, 
trouver sur une ligne AC, perpendiculaire a. 
point G, par lequel, menant une droite Glv, parallèle a 
AB, la partie HR, comprise entre AE et DE t soit d une 
grandeur donnée. 

Pour former les équations des droite, et £0, je 
nomme a et a' les tangentes des angles EAD et EDA, 
quelles font respectivement avec la droite Ab, je 
prends celle-ci pour l’axe des abscisses dont je place 
l’origine au point A, ainsi que celle des ordonnée, 
y que je conçois parallèles à AC ; et je tais 
La première droite aura pour équation y = a*, puis¬ 
qu’elle passe par le point A ; la seconde devant passer 
par le point D , pour lequel on a 

y —; o (85) et xz=it, 

sera ., . 

y=:—a'(x — a) , 

en observant que^ diminue tandis que x augmente , et 
quç par conséquent a! doit être pris négativement : on 
aura donc ces deux équations : 

y = ax , y ^'— a ( x “~ £t )• 


(*) Dans lo. notes qu’il a placées à la suite de scs Elémcns de 
Géométrie, M. Legendre déduit cette relation des premières consé¬ 
quences de la superposition des triangles égaux, par un moyen tr 
élégant; mais les considérations qu’il emploie pour cela sont ma îcu- 
rpuscrocnt trop abstraites pour pouvoir servir de base à un ivre 
élémentaire, et porter dans l’esprit cette conviction intime qui 
résulte des notions reçues immédiatement par les scus. 
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Poar obtenir le» points // et A, où le» droites qu'elle» 

a™æ7 d >to, n ;“ U ,ign / GK - para " èle à AB - 

on aura ^ re *^ — AG, si donc on pose AG=zt, 
tz=ax , f±-—a (x — et): 

.Rendra Tale ” r ^* danS chaCUne deCes é ’ ua,ions • 


Cé» expressions sont ceüe» de» abscisses Ah* Ah dont 
la différence donne hh = HK,i cause des parallèles ; 
et désignant par m la grandeur que doit avoir HK on 
trouvera ' 


d’où l’on tirera 


et par conséquent 


_«ta — t 


= — ta — ta\ 


tz=z ( 06 — m)aa' 
a + a f 

Telle est la valeur de AG, qui satisfait à la question 
proposée. * 

97- Je suppose qu’au lieu de donner à la ligne HK 
une grandeur connue, on demande quelle soit égale à la 
Ügne AG ce qui revient à inscrire un quarré dans un 
triangle (66). Dans ce cas, au lieu d’égaler à m l’ex¬ 
pression de HK , il faudra l’égaler à 1 , ce qui donnera 

, au —t t 


'âZ^FtZfTa'- . 


d’où l’on déduira 
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98 . Soit encore le problème suivant, déjà résolu 
au n°78 : D’un point E, fig.33 , placé comme on voudra, Fig-33i 
mener une droite de manière que la partie D'F', de cette 
droite , interceptée entre deux lignes qui forment entre 
elles un angle droit BAC, soit d'une grandir donnée. 

Si a. et 0 désignent les coordonnées du poiçt donné E , 

y _/S — — a (x — et) sera l’équation de la droite ED', 

menée par ce point. Pour obtenir la longueur de D F, il 
suffit de déterminer AD' et AF", c’est-à-dire la valeur 
de y lorsque x — o, et celle de x lorsque ^ = 0 , hy¬ 
pothèses qui fournissent les équations 

y — Q — aci, —£ = — a(x —a), 

desquelles on tire 

@ -\-act ., v 

y — (Z 4 - aet = AD , x =---— Ab ; 

et comme F'D' = \/~ÂD'*+ ~AF'\ il en résulte 

F'D'—y 02+ Aa y+ - (g+a *) 1 = Vi+a * : 

posant F'D' = m , et élevant au quarré pour faire dis¬ 
paraître le radical, il vient 




Cette équation étant développée et ordonnée par 
rapport à la lettre a , se changera en 


c 4 + 


î? 0 3 + £±î^LV + 2! a+ £=< 


et monte, comme on voit, au quatrième degré ; mais si 
l’on fait 0^=*, c’est-à-dire, si l’on prend le point E à 
égale distance des deux axes AC et AB , elle devient 

A* + 2 a 3 -f ~ A ~~7 ^ m ~ a * + a a + 1 = 0 » 
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et rentre dans l’équation (3) du n° 78 , lorsqu’on change 
a en z et a en a. 

99’ fois maintenant l’application des formules que 
j’ai trouvées pour la ligne droite, à la recherche des 
principales propriétés du triangle. Je prends à cet effet 
Fig. 4 2 deux points M etM',fig. 42 , formant, avec l’origirne A, 
un triangle quelconque ; je désigne les coordonnées 'du 

premier point par. et, /S , 

celles du second par. a.', : 

les distances AM, AM', MM', qui forment les côtés de 
ce triangle, seront, d’après le numéro 88 >, exprimées 
respectivement par 

y/âï+W, l/*' a + /S' a , y/ç*' — *) a +(/3' — /3) a . 

Si l’on fait AM= c, AM' = c', MM' = c", on aura 
ces équations : 

je* = -M 3 , 

c' 3 =*' 3 

c* 3 = a' 3 — 2 et'a + a» + |3' a — 2i2'/3 + /3 a , 


et si on retranche la dernière de la somme des deux 
premières, il viendra 


d’où 


c » 4 - c'* _ c " a = + 0/3') , 

, , ÛV c 3 + c^-c " 3 

Ctet: -f m = — 1-. 


Les équations des lignes AM et AM' seront 



le cosinus de l’angle qu’elles forment, entre elles aura 
pour expression * 




la géométrie. 


i 3 g 


.(■+ 5 ) 


\/(' + lr -)( ,+ »0 


rW + fi/T) 

v/c ** + /»•)(«'*■+^o' 

% 


En faisant le rayon r= i , comme celui des tables des 
sinus, et substituant à la place des quantités * a + 

, C A 4- c a — c" % 
aet'+W, leurs valeurs c 4 , c a , ---'» 


il viendra 

c a 4- c 4 — c * 

cos MAM' = -- ^c<J~ ’ 

équation qui donne une relation entre les trois côtés du 
triangle MAM' et l’un de ses angles. Si l’on fait atten¬ 
tion que l’angle MAM' est opposé au côté MM' = c", 
on sera convaincu qu’on doit avoir pour les angles AMM^ 
AM'M , respectivement opposés aux côtés AM' = c, 
AM-=.c, les équations 


cos AMM' = 
cos AM'M = 


ç»-t- c ga —c'» 

a ce" J 

c ' a 

2 c'c* 


En désignant donc par y", y'y y , les angles MAM , 
AMM'> AM M , on obtiendra les trois équations sui-: 
vantes : 

c a 4 - c'* —r 2 cc' cos 7 " = c" a 1 
c a 4 - c" a —acc" cos y = c ' 4 j- (A). 
c /a 4 - c"* — qc c a cos y = c* 3 

Si l’on ajoute ensemble la première et la seconde de ces 
équations, puis la première et la troisième, puis la se¬ 
conde et la troisième, on obtiendra trois résultats qui 
deviendront respectivement divisibles par ac, at', a c", 
lorsqu’on aura effacé les termes communs aux deux 
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membres de chacun, et qui donneront ainsi 

c c ' cos y" — c" cos y' == ô ] 
c ' — c cos>" — c" cos J/ = o [ (B), 
c" — c cos y — c' cos y = o ) 

II est bon d’observer que ces équations s’obtiennent 
immédiatement en abaissant successivement de chaque 
angle du triangle , une perpendiculaire sur le côté op¬ 
posé, et calculant les segmens de ce côté. 

14. On a dans la figure 14 

AD = AB cos A, CD= BC cos C 

AC = AD -+. CD == AB cos A -f BC cos C. 
Faisant AC =; c. AB —■ / »/'» *. 

, ,, . * 0 — c » -oc. = c , et conservant 

les dénominations des angles , il viendra 

C—C cos c" cos y OU C—c' cos y"—C w cosy'z=z 0 . 

On parviendrait de même aux deux autres équations (B). 

100. Quoique ces équations soient au nombre de trois, 
elles ne peu vent cependant faire connaître les côtés lors¬ 
que les trois angles sont donnés; car si on cherchait 
es valeurs de c, c', c", au moyen des expressions géné¬ 
rales des inconnues, déterminées par trois équations du 
premier degre, on trouverait o, à cause que le terme 
connu manque. Mais ces mêmes équations se changent 
en ® 

1 —p cos 3/ — q cosy' o 
p — cos y" — q cos y = o 
q— cos y — p cos y = o, 

lorsqu’on fait £ = „„„ donneiit ^ ^ 

rapport des côtés du triangle proposé . etil reste de plu. 
une équation de condmon, qn'on obtient en éliminant 
P et q. Cette équation est 
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i — cosÿ ' 2 — cosÿ 2 — cos> a zcosy"co$ÿcosy = o ; 
et son premier membre est précisément le dénominateur 

commun des valeurs des inconnues c, c', c'', déduites 

des expressions générales citées plus haut. En égalant 
cette quantité à zéro, les valeurs des c^es c, c', c", 
deviennent |, et les côtés demeurent par conséquent 
indéterminés, comme le prouve la transformation opé¬ 
rée sur les équations (B). 

L’équation de condition que l’on vient d’indiquer 
renferme la relation que doivent avoir entre eux les 
trois angles y, y et y", pour que leur somme soit 
égale à deux droits, ainsi que l’exige la nature du 
triangle rectiligne. Pour s’en assurer, il faut, à l’aide 

des valeurs desin (p±q), cos (p±q) (n), dévelop¬ 
per l’équation cos(2? — — ÿ) = cosy : on trou¬ 

vera d’abord 

— cos(y' + >') = cos>, 

en observant que sin 2? = o, et que cos2 ? = M P u ’ s 
il viendra 

— cos y" cos y ' -f- sin y" sin y' = cos y, 

d’où , . „ . , 

cosy + cos/cosv =sm> sin*)/, 

(co*>'+cos}/ , cosy)^iny' a siny' a =(i-çosy ,a X 1 - col > a )» 

et après les réductions, on retombera sur 1 équation 
ci-dessus. 

11 est à propos de remarquer que les équations (A) 
gont, par rapport aux triangles rectilignes, ce que les 
équations (B) du numéro 47 sont à l’égard des triangles 
sphériques, et conduiraient, par de simples transforma¬ 
tions , aux formules de la résolution des premiers 
triangles. 

101. P<> ur avoir l’ a * re du triangle MAM',Jîg- 4 2 > >lP‘8 4 - 
faudra, du point A , abaisser une perpendiculaire AD 
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sur le côte MM' qui, passant par les points M et 
M' , dont les coordonnées sont respectivement a et fi t 
et fi' t a pom équation (88) 


y-t 


:(*“*)> 


V=^.r+ 

J «■ — a. a! — a 


En comparant cette dernière équation avec la formule 
y = ax -f- b , on trouvera 

a = *—? A = îjL±£î. 

a' — A * CL — a } 

mais en observant que dans le numéro 92 les lettres 
e t fi désignent les coordonnées du point d’où part la 
perpendiculaire, coordonnées qui 9ont milles dans le cas 
actuel, puisque ce point est l’origine, l’expression de la 
perpendiculaire se réduit à 


~ ^ __ fi — fi 'a 

V/i + a a [/(a' — a y + Ç/3' — py * 


et mettant c" au lieu de [/(u' — a) 2 + ( 3 ' — il 
viendra 


AD ~ 

j c" 

Avec cette valeur, on aura pour l’aire du triangle MAU' 
MM' X AD _ ff/3 r __ J $ 

2 ^ y ~2 * 

expression bien remarquable, en ce qu’elle donne l’aire 
de tous le3 triangles qui ont leur sommet au point A , au 
moyen des coordonnées des sommets d$s angles adjacens 
à leur base. 

On peut la changer en une antre qui ne dépende que 
des côtés. Pour cela, il faut multiplier entre elles les 
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deux équations 

%a + /3 » = c*, «' a -h/ 3 '* = c' a , 

et retrancher du produit le quarré de 

««' + a»'= c *~ t ~ c 3 * + ; ü viendra ^ 

. Cc*-4-c'*—c"*)\ 

*“/ 3 / *+ ce.' a / 3 a — flatte'/^ == c*c-^ • 

prenant les racines quarrées, et réduisant tous les teimea 
du second membre au même dénominateur, on trouvera 

et l’aire du triangle MAM aura pour expression 

A \/ 4c“c ,u (c a + C* — c" a ) a , 

dont le développement s’accorde avec le résultat du n° 64. 

X02. Si l’on conçoit maintenant un quatrième point 
M" , dont les coordonnées soient a", / 3 "> et (pie Ion 
représente par d, d !, d", les distances MAT 

M'M" , on aura 

« /,a _j_ 0** = d» 

(*" — 0** — / 3 )- = Vf“ 

(et" — et') 1 + 03 " — /3 )* = d a . 

En développant ceâ équations, et substituant dans les 

deux dernières, à te place des quantités 

a "* /i" 2 ) leurs valeurs c a , c' a et d % , on obtiendra 

C a -f- d 1 '— 2 (etet" -f" z^/ 3 lr )~d % 
c ' a -j- tf*— 2 (et'a/'-f- /3'/3")^= 

> pour abréger, on fait 


; »-f- d a 




* + <*■ — <T‘ 




on aura 

|etst" + AS", d a = -f- z 3 '/ 0 • 

Prenant dans ces équations la valeur de et" et celle de X , 
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qui sont 

_ fi'd, — fid u „ ad" — a!d t 

cl/5' — cl' fi ’ ^ ci.fi' — et fi * 

pour les mettre dans fi"*=zd*, en ayant égard aux 
«quations «e a -f- fi* = c a , a'* -f- fi' a = t' a , on trouvera 
c 2 rf /4 c'*^/— 2 .dd u (aLet'-+-fifi')z=d , ‘(eLfi' — a! fiY • (C) . 
Remplaçant ensuite les quantités etet'-\-fifi' et etfi '— a!fi t 
par leurs valeurs 

c* + c' % — c' a -- 

-, c*’)*. 

obtenues ci-dessus, et remettant 

c^fr-d'* </ a -f- d* — d "* 
a ’ a ' 

pour d / , d n , cette équation ne renfermera plus que les 
six distances 

AM, AM', MM', AM", MM" , M'M", 
qui forment les quatre côtés et les deux diagonales du 
quadrilatère AMM'M\ Quand les quatre côtés de ce 
quadrilatère et l’une de ses diagonales seront connus , 
on pourra trouver l’autre diagonale. 

io 3 . Si l’on voulait déterminer le point M" par les 
conditions que les trois distances AM" , MM” , M'M” , 
fussent égales, ce point serait alors le centre du cercle 
circonscrit au triangle proposé, et l’on aurait 

ce qui donnerait 



l’équation (C) deviendrait 

cV* -f* c*c* — 2cV a (**' 4- fifi') = 4 d\afi' — afi)\ 
«t se réduirait à 


en 


cV a c" a =- 1 
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en mettant pour cta! -+- sa valeur, et en observant 
que si on désigne par S la surface du triangle AMM' t 

égalé à---(101), on aura 


*'£)« = 4S\ 


On tire de là 


d = 


cc'c" 

& ' 


expression très-simple du rayon du cercle circonscrit au 


c' a 

triangle proposé j et en écrivant —et — au lieu de d / 

et d n , dans les valeurs de a." et de on a les coor¬ 
données du centre de ce cercle. 


104. Il ne sera pas plus difficile de trouver les coor¬ 
données du centre du cercle inscrit, et le rayon de ce 
cercle. Dans ce cas, le point M" } Jîg. 43 , se trouve*au- Fi 8 ’ 4 3 * 
dedans du triangle , et dans une situation telle, que les 
perpendiculaires abaissées de ce point sur chacun des 
côtés AM, AM ', MM', sont égales entre elles. Pour 
exprimer analytiquement cette circonstance, il suffit de 
former les équations des trois lignes ci-dessus, et d’en 
déduire , par la formule du n° 88 , les longueurs 
des perpendiculaires menées du point M"\ dont les coor¬ 
données sont cl et £. Or ces équations sont respecti¬ 
vement 


y~-yx( 8 7 ), 




(M) » 


les perpendiculaires abaissées sur chacune d’elles auront 
pour expression 

Trigonométrie. 6 e édition. 10 
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et&" — tL (Z tt'd" — A tt & 

(«' — <*) /S" — (&' — /g) — a' 

et pourront s’écrire ainsi : 

et,6" — rt "/3 et'iS" — et"#' 

C * Te 7 • 

_ «"£)— (et'P—A'fi") -f — *'/3) 


en mettant pour les radicaux leurs valeurs c, c', c". 

Si maintenant on se rappelle que la formule qui donne 
la perpendiculaire abaissée d’un point sur une ligne , a 
été obtenue par une extraction de racine quarrée, et 
qu elle est par conséquent susceptible d’étre prise positi- 
vement ou négativement, on en conclura que chacune 

des expressions ci-dessus a deux valeurs.Pour n’employer 
que celles qui sont positives, il faut observer que, d’après 
la figure, la ligne AM s’écartant plus de l’axe des 
abscisses AB que la ligne AM, et le point M" étant 
compris entre la première et la dernière, on doit avoir 

et 

ou, ce qui est la meme chose , 

d'où il suitque, pour donner une valeur positive, l’ex¬ 
pression de la seconde perpendiculaire doit être prise 
avec des signes contraires à ceux qu’elle a ci-dessus. 

De plus le point M" se trouvant au-dessous de la droite 
MM', dont l’équation est 


il faut que 
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r < ^«'+* î = ï * 


que 


r<î=Ç«*+±=33 

«—*' 1 « — J 3 


ce qui donne 

* 0 " — *'/$"< «' 0 —St' — *'£, 

ou bien 

*0 — «t”/S -f- at'jâ" tf/S' — *'/? , 

condition d’après laquelle l’expression de la troisième 
perpendiculaire est positive. 

Si d’après ces considérations, on fait 
u$ n — a.” (2 a"0' — «t'/2" 

— 3 — =e ’ —?—= e > 

— («g" — *0) — ( -f (*£'— ejff) „ 


et que l’on ajoutages produits ec , e'c', e v c tt , il viendra 
par les réductions, 

ec -f- e'c' -f- e"c" =s ot/2' — *'0. 

Cette équation est facile à vérifier; car les produits 
ec, e'c', eV, expriment les aires des triangles AM'M 
AM"M',MM h M', multipliées par 2 ; la somme de ces 
aires est égale à celle du triangle total AMM , qu’on 
a désignée par S , et on a 

— bl '0 = 2 S (101). 

Lorsque e =e' = e", on obtient sur-le-champ 

_2 S 

c -f- c' -f- c ’ 

et quand c = c' = c", il vient 
c + e' 

c * 

La première de ces expressions est celle du rayon du 
10.. 
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cercle inscrit ; et la seconde fait voir que si d'un point 
quelconque pris dans l'intérieur d'un triangle équi¬ 
latéral , on abaisse une perpendiculaire sur chacun des 
cotés de ce triangle , la somme de ces trois lignes sera 
égale à sa hauteur , puisqu’en prenant le côté c pour 
base , et nommant h la hauteur , on a S ch ,* ce 
qui donne e + e -f-e" = h. 

On pourrait encore tirer un grand nombre de consé¬ 
quences delà théorie que je viens d’exposer; mais ce qui 
précède suffit pour cet ouvrage ; et j’observerai qu’il 
existe pour les polygones rectilignes quelconques des 
équations analogues aux équations (A) et (B) du nu- 
méro gq, qui s’obtiennent de la même manière, et qui 
conduiraient aux propriétés de ces polygones, comme 
celles-ci mènent aux propriétésdutriangle. M. Lagrange 
a donne, sur les pyramides, un Mémoire auquel ceci peut 
servir de préliminaire, et qu'on étendrait aux polyèdres 
en faisant usage des formules rapportées dans le cin¬ 
quième chapitre du premier volume de mon Traité du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral (*). 

io 5 . La combinaison de l’équation de la circonférence 
du cercle avec celle de la ligne droite , conduit aux 
diverses propriétés qui résultent de la rencontre de ces 
lignes, et donne la solution de toutes les questions dans 
lesquelles l’inconnue ne passe pas le second degré. 

Soient x>+y a =r*, y — 0 = a (*—*), ces deux 
équations ; les employer à la détermination de x et dey, 
ou les considérer comme renfermant les mêmes incon¬ 
nues , c’est supposer que les points auxquels appar- 

(*) Voyez aussi la Poljrgonométrie de I’Hnilier, sa Polyédro- 
métrie insérée dans Je premier volume des Mémoires présentés 
à rInstitut, pat des Savons étrangers; la Géométrie de posi¬ 
tion de Carnot , son Mémoire sur la relation qui existe entre 
les distances de cinq points quelconques pris dans l’espace . 
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tiennent les coordonnées x,y, sont situées en même temps 
sur la circonférence du Cercle et sur la ligne droite pro¬ 
posée, c’est-à-dire, sont les intersections de ces lignes: 
et en général, il est évident que pour trouver les points 
de rencontre de deux lignes quelconques , suffit de 
supposer que leurs équations ne contiennent que les 
mêmes inconnues. 

En chassant d’abord y, par le moyen de sa valeur 
prise dans la seconde équation, on trouvera 
x* -f- ( ax + /3 — a*) a = r a . 

Cette équation du second degré, étant développée, don¬ 
nera deux valeurs pour x , parce qu’en effet la ligne 
droite doit rencontrer en général le cercle en deux points; 
mais on peut arriver à des résultats plus simples , en 
prenant pour inconnue la distance du point dont les 
coordonnées sont et et /S, à l’un des points d’intersection 
de la droite et du cercle. Si on désigne cette distance 
par z, on aura (88) , 

z == v/Gr--*) a -f-(j— fi y , 

d’où l’on tirera 

et mettant poury— j 3 sa valeur a ( x — et) , il viendra 

z 9 =(x — «)*( 1 -f-a 9 ), 

d’où l’on déduira 


V 1 4- à- 


ce qui donnera 


=, y — $ — - —, 


0 ?—*+ - 


y=«+- 


f/i-t-a* " " ' V 

Substituant ces dernières valeurs dans l’équation 
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x^-hy^r 3 , 
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on la changera en cette autre : 


V/.+o '+a‘ + + t/T+*‘ l+a.‘ • 

qui se réduit à 


2 (* -f &z), 


=i z + afc * +£*—r* = o. 


et qui fera d’abord connaître z , et ensuite zet^, au 
moyen des expressions précédentes. 

Fig 44 II est visible que si le point E,fig. 44 , est celui dont 
les coordonnées sont et et j8, que MNM' et EM soient 
le cercle et la droite proposée, a exprimera la tangente 
de 1 angle EeB , et les deux valeurs de z appartiendront 
aux droites EM et EM'. 

to6. On sait, par la théorie des équations, que le der¬ 
nier terme est le produit de toutes les racines ; si donc 
on nomme z' et z" celles de l'équation ci-dessus, on aura 

z'z" = a} -f- iS 1 — r \ 

expression qui, ne dépendant point de la quantité a , 
demeurera la meme quelle que soit cette quantité, 
c est-à-dire , quel que soit l’angle EeB dont elle est la 
tangente ; et comme z' et z" représentent les deux lignes 
EM et EM' , il suit de là que le produit EM^EM'e st 
le même pour toutes les lignes menées parle points , 
ou, que si Ion tire une seconde sécante Em' , on aura 
EMx EM =z Em X Em', 
d’où il résulte que les sécantes EM' et Em sont réci¬ 
proquement proportionnelles à leurs parties extérieures 
EM et Em , ainsi qu 0 n le prouve dans lesÉlémens. 

Lorsque le point E est en dehors du cercle , on a 


puisque at 2 -f- exprime le quarré de la distance du 
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point E au centre A ; mais quand ce point est intérieur 
au cercle, comme le montre la figure 45 , et z" Fig. 45 - 
sont de signes différens , parce que le dernier terme 
-f. /3 a — r 2 devient tiégatif à cause de a a -f- £ 3 < r*. 
D’ailleurs le produit EM X EM' demeure indépen- 
dantde l’inclinaison de la ligne MM', par rapport à AB -, 
et en menant par le point E une seconde corde nun , on 
a encore 

EM X EM' = Em X Em, 

d’où il résulte, comme on le prouve dans les Elémens, 
que les cordes d’un même cercle se coupent en raison 
réciproque ; et l’on voit que ce théorème et le précédent 
n’en font, à proprement parler , qu'un seul, puisqu’ils 
se déduisent de la même équation. 

En tirant de l’équation 

2* -f* ^ ^ |ga __ y* g f 

la valeur de z , on trouve 

, -(«e+faHV'y* (»+«*)-“ O 8 — 

V 1 4- a a 

„ — (et + M — t/VO +« a )—(g —**) a . 

* “ ŸT 

telles sont les expressions des lignes EM et EM'. 

Elles peuvent être simplifiées en changeant les coor¬ 
données , de manière que les abscisses x et a soient 
prises sur la droite AE,Jig. qui joint le point EFig- 4 t' 
avec le centre A du cercle proposé, en partant toujours 
de ce point, et que les ordonnées^ soient perpen¬ 
diculaires à cette droite : on aura alors 
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/8=o, u = AE, 

z ' — —*+1^0 -fa a ) —fl a tf a • 

I/T+? 

z n __ -«- 1 -f g a ) — a a * a 

V 7 :+« a ' 

1 équation au cercle ne changera point, mais celle de la 
droite EM deviendra 

y= a (x— et). 

107. En supposant que le point E soit extérieur au 
cercle, on obtient 

MM’ — EM '—— a ^— ga<5ta - 

Y / 1 ■+• a% 

mais il est visible que cette ligne diminue à mesure que 
la ligne EM, tournant autour du point .E , tend à sortir 
du cercle , et que les point Met M' finissent par coïn¬ 
cider en N, lorsque cette ligne n’a plus avec le cercle 
qu’un simple contact : à ce point, on a donc MM' = 0 , 
et par conséquent 

r“ (1 -f- a 1 ) — a 1 ** =0, 



Voilà l’expression de la tangente trigonométriqué 
de l’angle que doit faire avec la ligne JE,\me ligne EN, 
menée par le point E, de manière à toucher le cercle ; 
et par conséquent la solution algébrique de ce pro¬ 
blème . Mener par un point pris hors du cercle , une 
tangente à ce cercle. 

108. Les memes considérations serviront aussi à 
déterminer la tangente menée par un point pris sur la 


a LA GÉOMÉTRIE. 

circonférence du cercle ; et pour plus de généralité, 
je placerai ce point d’une manière quelconque. En 
désignant toujours par et et fi ses coordonnées, on 
aura par l’équation du cercle, à laquelle ces quantité* 
doivent satisfaire, ^ 


ce qui réduira l’équation 


à 


* a -b 


»(«■+*■) .g...-1. 

V i -+■<** 


• | + -; 

V 1 + a * 


et dans cet état elle se décompose en 

. 2 {et -+- / 3 a) _ „ 

z=o, z + "T7=f = T' — C 

V i + fl 


ses deux racines seront donc 


n( et-\-fia) 


et la différence de ces valeurs, ou la longueur de la 
partie de la sécante comprise dans le cercle , sera 

2 (a +fia) 

v/i ■+•<** 

Pour que cette quantité s’évanouisse, il faudra qu’on ait 

«t fia = o , ou a — ~ ^ > 

résultat qui s’accorde avec ce qu’on démontre dans les 
Élémens; car la droite menée par le centre du cercle et 
par le point dont les coordonnées sont et et fi , Ou U 

rayon AN, aurait pour équation y = | 87); l’éqùa- 
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tiony —/3 = c(x— a.) devenant, par la valeur de a 


trouvée ci-dessus,^— (x — «t)> représentera 


Ja droite perpendiculaire à ce rayon, et passant par le 
point dor^t les coordonnées sont a et /S, c’est-à-dire par 
son extrémité IV (yo). 

Si Y on voulait connaître la distance de l’origine A des 
coordonnées, au point où la tangente NT rencontre 
l’axe des abscisses , il faudrait, dans l’équation de cette 
tangente, faire y = o, ce qui donnerait 


et *= 


* a 4-/3 a r 1 


à cause de -f- /S a = r 9 . 

109. On peut , par ce qui précède , résoudre la 
question suivante : Trouver la position que doit avoir la 
ligne EM , menée par le point donné E , pour que la 
partie MW de cette ligne , comprise dans le cercle , soit 
dune grandeur donnée m. Afin de parvenir à des 
expressions plus simples, je prendrai, comme à la 
fin du numéro 106, la ligne AE pour axe des abscisses, 
et en égalant à m la différence des valeurs de z , obtenues 
dans le numéro 107 , j’aurai 


m — tV rV + a ‘^ a -*‘. 

V/i+a a 

faisant disparaître les radicaux, il viendra 


m* (1 + c a ) =4r 9 ( 1 -f- a a J — 4a'et* ; 
d’où je tirerai 

a — \/4 r '—rn* 

V 4 *— 4' 2 -+■ 

substituant cette valeur dans^ = a (x— a), j’obtien¬ 
drai l’équation de la droite cherchée. 


A LA GÉOMÉTRIE. l55 

Ce n’est encore là que la solution analytique du 
problème qui m’occupe ; il faut maintenant construire 
l’expression ci-dessus. Pour y parvenir , on observera 

d’abord que le numérateur VV — ex P rime le 
côté d’un triangle rectangle dont arestltypothenuse, et 
m le troisième côté. On donnera en suite au denomina 
teur v/ 4 a a —la forme y/ 4* a — ( 4^ — m ' ) > 


ii fait voir 
rec- 


équivalente à \/4* 2 — (Y 4 r “ m ^ a f* ^ a . lt 

que ce dénominateur est aussi le côté d’un triangle 
tangle ayant pour hypothénuse a*, et pour troisième 
côté le radical |/4r a —m», ou le numérateur dont je 
viens d’indiquer la construction. 


En désignant par q et par p les deux lignes qu’on 
obtiendra par ces opérations, j’ai 



l’équation y = a ( a:— a) devient 

y — l O—*); 

J P 

et il en résulte que si l’on prend sur AE t à partir du 
point F, une distance FF=p, et que par l’autre extré¬ 
mité de cette distance, on élève une perpendiculaire 
FG —q , la droite qui joindra l’extrémité de cette per¬ 
pendiculaire avec le point E , jouira de la propriété 
comprise dans l’énoncé de la question, puisque 1 angle 
■ t • Q FG 

FEG aura pourtangente trigonométrique a = - — £p' 

i io. Il doit être évident, d’après ce qui précédé,que 
lesquestionsde géométrie peuvent être traitées par deux 
méthodesbien distinctes : l’une consiste à déterminer les 
équation® des lignes qui contiennent les points cherchés, 
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en partant des propriétés de ces lignes ; et l’autre, à dé- 
™ ““^diatement de la considération des triangles 
sem a es et des triangles rectangles que présente la 
jjgure résultante du problème supposé résolu , en s’ai- 
ant memedequeJques constructions préparatoires, les 
relations des droites qui déterminent la position de ces 
points. 

La première de ces méthodes , quelquefois plus élé¬ 
gante que la seconde , est toujours plus générale; mais 
la seconde est souvent plus simple ; et cela doit être 
puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut* 
etqu on part de propriétés plus voisines de celles qu’on 
cherche à découvrir (*). 

l u. L’equation du premier degré n’a donné qu’une 
seule espece de lignes, savoir la ligne droite ; l’équation 
du cercle s est trouvée du second degré ; mais cette 
équation obtenue dans le numéro ^ SO us la forme 
la plus générale, n est encore qu'un cas particulier de 
ce meme degre, dont la formule est 

4y~+Bxy+Cx* + Dy + Ex=:F .(i) : 

il reste donc à découvrir les courbes qui répondent aux 
autres cas de cette formule. J’observerai d’abord qu’on 
peut, sans en diminuer la généralité , l’écrire ainsi : 

y» + --rv-4-^ D i E F 

• y -J x = - r -, 


l J aTm/'SÏÏ** î eCOnde el Uniforme * la première de ce. 
^thodesdawh^ede'non Traité du Cale J différentiel et 
du Calcul intégral; et le. lecteurs qui voudront en connaître plus 
particulièrement » application, trouvantdequof.affaireleurgoû» 
rbn. la * édition du Recueil des diverses propositions de géomé¬ 
trie, etc. publie par M. Pu.ssant, savant très-recommandable, 
maintenant attache aa corps des Iugénieurs-Géographes. 
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et faisant pour abréger 



il en résultera 

* 

y* -}- bxy + ex* -f-dy-j- exz=f. 

Le moyen qui s’offre le premier pour déterminer les 
circonstances du cours des courbes cherchées, c’est 
d’examiner la marche des valeurs de l’ordonnée , par 
rapport à celles que l’on peut assigner aux abscisses, 
et pour cela de résoudre l’équation ci-dessus , par rap¬ 
port à y. En opérant ainsi, on trouve 

y——ï(bx+d)±.\ \/4 (f — ex — ex 2 ) + {bx + d)\ 

Développant la quantité qui est sous le radical , et l’or¬ 
donnant par rapport à x , il viendra 

\/ (4/*-f-c?*) —a(2e— bd)x —(4c— b*)x * 
y=z— a 

Faisant pour abréger 

4 /+ d* = p , 2e — bdzzzn, 4 e — b*~ m > 

on aura 

_ bx -h d ^ y/p — 2 nx— 

y a 2 


On voit d’abord que la valeur de y est composée de 
. , bx-{-d 

deux parties , dont l’une, exprimée par--—, est 

l’ordonnée d’une ligne droite ayant pour équation 
y~' — \bx — \d t qui se construit en prenant sur Fig» 
l’axe AC , au-dessous de AB , Jig. 46, une partie 
AD~ï et menant par le point D une droite DE, fai¬ 
sant du côté des x négatifs un angle DEA , dont la tan- 
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gente soit égale à \ b (87) ; ensorte que AP étant x , 
PN sera-it.-. Il est évident maintenant que pour 

avoir les points qui appartiennent à la courbe cherchée, 
il faut porter dans la direction de PN, tant au - dessus 
qu au-dessous de la droite DE, des parties NM et NM 
égales à 

; V/ P — 2nx — «w 1 , 
puisqu’on aura par ce moyen 


PM = — l(bx -f- d) + % VP — a nx—mx 1 , 
PM f z=—i (bx + d) -f l i y/p — znx — mx A . 

La droite DE jouit ainsi de la propriété remarquable 
de partager en deux parties égales les lignes menées pa¬ 
rallèlement à AC, entre deux points de la courbe cher¬ 
chée , et c’est pour cela qu’on lui a donné le nom de 
diamètre ; mais il y a cette différence entre la ligne DE 
et les diamètres du cercle, que ceux-ci rencontrent à 
angle droit toutes les lignes qu’ils divisenten deuxparties 
égales , tandis que la première le fait obliquement : ce¬ 
pendant on verra bientôt que ces deux circonstances 
dérivent d’une même loi. 


HQ. L équation ci-dessus se simplifierait beaucoup 
en prenant pour ordonnées les droites NM et NM' 
c’est-à-dire en faisant 


. bx+ d 
y+-r-=f. 


il viendra alors 


* = ~ ï V P — 2 nx — r 


mais les abscisses AP ne seraient plus comptées sur la 
ligne de laquelle partent les ordonnées. Pour les rame¬ 
ner à cet état, il faut les prendre sur le diamètre DE : 
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c’est ce qu’on effectuera en posant DN=s ; et en ob¬ 
servant que si l’on tire DG parallèle à AB, on aura 

DG = DIS cos D — s cos D. 

L’angle D est le même que l’angle E , d<^nt la tangente 
esl i fr, son cosinus est-^==== (p ' 3l); 

et puisque AP — DG , il en résultera 

v — ou x — qs } 

V/4-M a 

en faisant, pour abréger , 

a 

V T+ïï = q ’ 

La valeur de x étant mise dans celle d et, on trouve 
t— ±5 {/ p — znqs — mq*s % , 

relation qui doit exister entre s et t, ou entre les droites 
DN et MN, pour chaque point de la courbe , et qui est 
par conséquent son équation rapportée aux coordonnées 

DN et NM. Celle-ci, quoique plus simple que 
y a -j- bxy -{- cx a -}- dy "H ex * 

est aussi générale, puisque les transformations effec¬ 
tuées jusqu’ici, n’ont introduit aucune condition par¬ 
ticulière. 

L’expression de t étant affectée en général d un radi¬ 
cal du second degré , ne saurait avoir de valeur réelle 
qu’autant que la quantité p — %qns — mqV sera po¬ 
sitive. L’examen de cette circonstance présente plusieurs 

casque je discuterai successivement. 

1 i3. Je suppose d’abord, que la quantité désigne* 
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parm dans le n° m , soit positive, et je mets l’ex¬ 
pression p — 2 nqs — mq*s a sous la forme 

./ P 271 A 

pour n’avoir plus à considérer que celle-ci : 

p 2/1 a 

mq* mq * 

de laquelle on peut faire disparaître le terme où s n’est 
qu’au premier degré , en prenant 


s = u — , ( Elém. d’Alg. 209.) ; 

et après la substitution et la réduction , elle devient 


P- m + ^ 

m a q* 

Pour savoir ce qu est u , il suffit de construire sa va¬ 
leur en s j et l’expression 


- —DN+ — 

mq mq 


montre que l’origine des u doit être placée en arrière 

de celle des s , à une distance OD = — parce 

mq » 

qu alors 


DN ~ ON — OD — u— ~ 
mq 

Cela fait, on a 


t = ±j\/mq>frjLl± ni 

r l m*q* 
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•t on voit que l’expression de t sera réelle , tant que 


u*< 

qu’elle sera nulle quand 
. pm -f- n % 

U* Ol 


pm -\- n a 
m*q' ' 


u = ±\f' 


pm -t - r 
m*q* 


Ces dernières valeurs indiquent donc les intersections 
de la courbe avec le diamètre DE ; et en les portant 
de chaque côté du point O, à cause de leurs signes, 
on obtiendra les points 1 et V placés à égale distance 
du premier. 

Au-delà de ces points, la quantité 


pm+n* 
m*q* * 

devenant négative , les ordonnées t seront imaginaires , 
la courbe n’aura aucun point correspondant aux abs¬ 
cisses plus grandes que Ol et Ol' ; elle sera donc 
renfermée dans l’espace compris entre les lignes JH 
et I'H ', menées par les points / et r , parallèlement 
aux ordonnées. 


114. Les deux valeurs de t en u ne différant que par 
leur signe et demeurant les mêmes soit qu’on prenne u 
positif ou négatif, il s’ensuit qu’à l’abscisse ON r = OiV, 
répond l’ordonnée N'M" égale à NM' et placée en sens 
contraire, ensorte que les triangles M"N'0 , et M'NO, 
sont égaux, et que par conséquent la droite M'M" est 
partagée en deux parties égales au point O. Cette pro¬ 
priété dont le point O jouit par rapport à tous les 
points de la courbe, lui a fait donner le nom de centre , 
par analogie avec le centre du cercle ; mais pour Us 
Trigonométrie. 6*édition. n 
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autres courbes les rayons ne sont égaux que deux à 
deux, parce que les diamètres sont inégaux. 

il 5 . La forme de la courbe que représente l’équa¬ 
tion entre t et u , se reconnaît aisément par la construc¬ 
tion de cette équation; et pour l’effectuer, je fais d’abord 

+ __ a , a 

m a q a 

il vient 

t =± I \/ mq* (a' a _u‘) =±; i 

Prenant alors a pour le rayon d’un cercle avant son 
ce ntre a u point O, u pour l’abscisse, le facteur 
^ a ~ u ex P r iiuera 1 ordonnée de ce cercle , élevée 
perpendiculairement à OI. A l’égard du facteur 
il ne doit représenter qu’un rapport, si l’on 
veut avoir égard à l’homogénéité des expressions (71) ; 

je le désignerai donc par |, et j'aurai par conséquent 

YL — > r/ a rnp -f n* ,, , . . 

a '*— 4 . m y > 0 ——^—, d ou je tirerai 

On voit ainsi que l’ordonnée NM s’obtiendra en 
cherchant le quatrième terme de la proportion 

a' : V :: ÿV*—: t. 

Lorsqu’on aura déterminé la grandeur de *, on la por¬ 
tera le long de la ligne IVtM' t tant au-dessus qu’au-des- 
eous de DE , à cause du signe et. 

Il est évident que la courbe résultante de cette cons¬ 
truction sera fermée comme le cercle, et ne s’étendra 
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que dans l’espace compris depuis u = a ' jusqu’à u = 
— a', puisgu’au-delà de ces limites, le radical ou l’or¬ 
donnée du cercle sera imaginaire. 

La plus grande valeur que puisse avoir ^ordonnée t, 
est visiblement celle qui répond au point O, pour lequel 
u = o ; on a dans ce cas 

t = ±. b' : 

prenant donc les droites OL et OU égales à b ', les 
points L et L' seront les limites de la courbe dans le 
sens de ses ordonnées , comme les points / et /' le 
sont dans celui des abscisses. 

î îS. Il est important de remarquer que si la quantité 
représentée par a' u était négative, le radical >/a! % — u % 
demeurerait toujours imaginaire, et l’équation proposée 
ne saurait exprimer alors aucune ligne. En remontant à 

la valeur de a' a ,qui est ^+ - , Q n verra qu’elle serait 

négative si p était affecté du signe —, et qu’on eût en 
même temps pm > n 3 . 

Quand dans ce cas pm = n k , il vient (u5) a' = o, 

b '= o; mais on a toujours ^ =£ \Znüj *, et par con¬ 
séquent 

équation à laquelle on satisfait en posant t =o, u = o : 
on peut donc dire que la courbe se réduit alorsau seul 
point O, où t — o, u= o, et que ce point est la limite 
vers laquelle tendent, à mesure q Ue les diamètres //' 
et LU diminuent, les courbes données par l’équation 
ci-dessus. 


il.. 
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En élevant au quarré les deux membres de l’équation 


elle se change en 

et en 4 mt% ~\~ nfq'u* — pm — n* = o. 

Lorsque p est négatif, elle devient 

4mt a -4- m s q 9 u* -f- pm — n 9 = o ; 

et quand pm>n , ) son premier membre étant la somme 
des trois quantités essentiellement positives, puisqu’on 
suppose que m est aussi positive, il ne peut devenir nul 
que dans le cas où l’on aurait séparément les trois 
équations 

= o, m*q*u* =o, pm — n» = o. 

On peut satisfaire aux deux premières en faisant t=o, 
tt = o; mai* la dernière exprime une condition sans 
laquelle la proposée est tout à-fait absurde. 

117. Je suppose à présent que m soit négative ; la 
quantité p — 2 nqs — mqV deviendra 

P — snqs +mqV= mq 2 1 j -f. j» î ; 

Imq 2 mq )' 

on fera disparaître le terme — — s , en prenant 

f = } et la quantité , qui représente DO , 

Fig- Ü-fig ■ 47 , ayant ici le signe-f-, 9e portera sur la partie DF, 
affectée aux abscisses positives. On aura ainsile centre O, 
•t l’équation proposée deviendra 
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posant —-— = ±:a'*. selon que la quantitépm— n a 

* 

, , fe' 9 

sera positive ou négative, et faisant toujours 5 ;ng =^, 
on obtiendra 


a 


Cette équation paraît renfermer deux- cas distincts : 
elle n’en contient cependant qu’un seul; car si on élève 
ses deux membres au quarré , on en déduira 


d’où 


. y* 


:a'*) , 


a'*r—b' % u* = a!*b'* t 
b'*u*—a!H* = 6'*a ,ft , 


équations qui ne diffèrent l’une de l’autre que parce 
que dans la seconde , a' et £ tiennent la place qu’oc¬ 
cupent b' et u dans la première , et réciproquement ; 
il nuffît donc d’examiner ce que signifie l’une d’elles. 

Je considérerai en particulier la seconde : on en 
tire 



l’ordonnée t se construit en cherchant une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes 

a', b' et v/u> — fl /a ? 

dont la dernièreest une moyenne proportionnelle entre 
u—a' et et ne se trouve réelle qu’autant que 
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U > û'. La courbe cherchée n’a donc, depuis u = o jus- 
qu au-.c', et depuis u=zo jusqu’aux—a', aucune 

ordonnée réelle; et comme u = a'et u=-a' donnent 
egalement I = o , il en résulte que cette courbe ren¬ 
contre le diamètre DE aux points /et/', où se terminent 
les abscisses OI et O/' égales à a', mais qu’elle ne 
s etend point entre les droites JH et J'H'. 

Au-delà des points / et on a «> a','soit positi¬ 
vement, so.t négativement, l’ordonnée t augmente sans 
cesse et rien ne limite la grandeur à laquelle elle peut 
atteindre. Daprès ces considérations, il est visible 

Arrz. 1 t/ C r°w rS de 13 C0Urbe est P areilà celui des lignes 
h i ’C 7 ^ se P arées Par l’intervalle II', et dont les 
branches IK et lk , J'K' et I'k' s’étendent à l’infini. 

Si 1 on considérait cette courbe par rapport à la 
droite LL c est-à-dire en prenant t pour l’abscisse 
et u pour 1 ordonnée , son équation donnerait 


u = b’\ 

{0T T ’ “ ne saurait devenir moindre que 
n èfr T r • n a , COurbe ne rencontre point son dia¬ 
mètre LL . Il est évident par là que 1 équation 


a'H a — Z»' a u 4 = 


conduisant aussi ; 


doit appartenir à une courbe QLg, Ç'L’g 'de lamêrae 
espece que , A LIS, mais tournée par rapport au 
diamètre LL des t, comme celle-ci l’est par rapport 
au diamètre II' des u. 
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il8. Si l’on avait a' = o ou pm — n a =o (117) , 
l’expression de t se réduirait à t—±z±\/mq a u*, et 
donnerait les deux équations distinctes 

t — { qu \/ rn , t ==. — {qu^my 

qui ne représentent que deux lignes droites raenees 
par le point O. Pour les construire on prendra à volonté 
une abscisse OR} il viendra 

OR .q \Zm f 


et portant ces valeurs de R en S et en S', on tirera 
OS et OS ', qui seront les droites demandées. 

Je vais comparer à ces droites la courbe KIk, en 
prenant pour une abscisse quelconque OIS 7 =u , la 
différence MV des ordonnées correspondantes JSM et 
NV. La première étant exprimée par 

'•j \/mq a . l/u a — ( i a ou £ qu ÿ' m • 1 — 


et la seconde par 

ï qu \/m, 

j’obtiendrai 

MV={qu\/m — { qu V™-. 1 — 


La différence 1 — y 1 —~ devient plus facile à 
apprécier lorsqu’on développe l’expression y/1 —- ! 
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or la racine du premier terme i, étant ! , 0 n fera 
et on aura 

1 ~"i? = 1+a2 + 23 i 

mais plus on supposera u considérable , plus la fraction 
— sera petite , et moins la racine i -f 2 différera de 

1 unité : en négligeant donc , suivant la méthode don¬ 
née en Algèbre , n° ai 5 , z 1 dans l’équation ci-dessus. 
on aura 

a== __^l 

au 1 ’ 

Pour approcher ensuite davantage de cette va¬ 
leur , on fera 2= — — + 2', e ton calculera sembla¬ 
blement 2', qu’on trouvera — et ainside suite (*). 
On aura donc 

=*'*={=+&+■*•)• 
d ou on voit que plus u augmentera, plus MV dimi¬ 
nuera, mais sans pouvoir jamais devenir nulle. 

Il suit de la que plus la courbe s’éloigne du point O 
plus elle s approche des droites OS et OS', sansnéan- 

D On peut aussi tirer ce développement de la formule du 
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moins pouvoir les rencontrer j ensorte que ces droite# 
sont les limites des parties KIk, K'J'k', de la courbe 
proposée , qui ne peuvent jamais sortir de l’angle SOS', 
et de son opposé par le sommet. 

ng. Dans le cas où m= o, on a simplement 

t=±: i Vp — * n T s : 

on réduit la quantité qui est sous le radical à un seul 
terme, en faisant 


et par ce moyen il vient 

t — ü \/wq~u, ou t = ± \^eu 

en représentant^ nq par e r . On voit aisément que cette 
équation donne t=o en même temps que u = o , et 
que par conséquent le point du diamètre DE 
sur lequel on a pris l’origine des u, appartient à la courbe 
cherchée. Pour trouver ce point il faut faire u = O 
dans l’équation 



posée ci-dessus; on obtient s =* et en portant cette 

quantité sur DE , du côté des abscisses positives, on aura 
le point J, où la courbe proposée rencontre DE. 


Si la quantité é est positive, on ne pourra prendre u 
que positivement ; mais rien ne limitera sa grandeur , 
non plus que celle de t , ensorte que la courbe doit 
s’étendre à l’infini de ce côté seulement, ainsi que 
le marque la ligne RJr. Elle serait tournée du côté opposé 
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si e' était négatif, parce qu’il faudrait alors prendre u 
négativement. 

L’équation t==t\Z 7 h se construit en prenant une 
moyenne proportionnelle entre l’abscisse IN=su et une 
droite égale à e' ; le résultat est l’ordonnée NM, qu’il 
aut, ici comme dans les cas précédens, porter tant au- 
dessous de DE qu’au-dessus. 

Il faut remarquer que l’équation primitive 

* — — ï V P — znqs 

« réduit à t =zfc i \/p t quan< J n== o f p ar ce qu’alors 
la courbe considérée dans cet article, se change en 
deux lignes droites , menées parallèlement à l’axe des 
s, à une distance ~ {/ p , tant au-dessous qu’au-dessus 
de cet axe. Ces deux lignes se rapprochant de l’axe 
a mesure que p diminue, se réunissent sur cet axe 
quand p = o , et il devient dans ce cas le lieu de 
1 équation proposée. 

120. D’après ce qui a été trouvé dans les numéros 
precédens , l’équation 

y % bxy -f- ex 1 -f- dy -4- ex —f 

ne peut prendre que l’une de ces trois formes : 

t=± -~r V/ô'*— uj 

£/_I ou, en faisant 

* = —£7 V/ü‘—disparaître 
I les radicaux, 

— y/ eu J 

*elon que m est positive, ou négative; ou nulle ; elles 
repondent au cas ou la quantité 4c— b\ qui revient à 


a' a / a -f £' a a*=: a' 2 Z>'* 
&' a u 9 — 

i*zxze'u. 
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£AC B ç j ! i ^ et qui est de même signe que ^AC —/?% 

est positive , négative , ou nulle ; elles sont comprises 
aussi dans la seule équation 


t —z P — — mq~i 


Les courbes représentées par la première , qui 
rentrent sur elles-mêmes, et qui comprennent un es¬ 
pace fermé de toutes parts (11 5 ), sont désignées sous le 
nom d 'ellipses. Celles que donne la seconde , compo¬ 
sées de quatre branches infinies formant deux parties 
séparées (i 17) , se nomment hyperboles , et les droites 
entre lesquelles elles sont renfermées (118), asymp¬ 
totes. Enfin la troisième équation est celle des para- 
boles (il9)- 

Pour achever la discussion de tous les cas compris 
dans l’équation générale 


Ay* -f- Bxy -+• Cx % -f- Dy Ex — F, (1) 

il ne reste plus à considérer que celui où les deux 
coefficiens Aet C sontnuls ; car quoique les transforma¬ 
tions opérées jusqu’ici deviennent illusoires , quand 
A —o y l’équation contenant x % quand C n’est pas 
nul, peut être résolue par rapport à cette quantité, 
et les formules des numéros précédées servent encore, 
en y changeant y eno^etxenjr, c’est-à-dire,en fai¬ 
sant de l’axe des ordonnées celui des abscisses ; mais 
le cas où A C sont nuis tous deux, échappe en¬ 
tièrement à ces formules , parce que l’équation (1) , 
réduite alors à la forme 

Bxy -\-Dy+Ex — F, 

n’est plus que du premier degré, par rapport à cha- 
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cune des coordonnées x et y : il mérite donc un 
examen a part. 

J e mets cette dernière équation sous Ta forme 

x y+dy +ex=/, 

ce qui n’en diminue en rien l’étendue, et j’en tire 


y — 




l’ordonné» ^ devient donc jamais imaginaire. 

Si 1 on fait d abord, = o , on trouve 

e 

ensuite au-dessous, puisque, devient néga "f quaaâ 
x > -. Quand x = o . il vient, — /, va i eur qui in _ 
dique le point F où la courbe rencontre Taxe AC 

^ passant dan, ia partie négative de l'axe des x 
1 ordonnée y continue à croître , parce que le déno¬ 
minateur x + d diminue par la soustraction de x et 
devient» lorsque x= d. Dans ce cas, la valeur 
mBme qu on trouve pour,, mo „, r e que la courbe 
ue saurart atteindre la droite GS menée sur l'abscisse 
* d , perpendiculairement à l’axe AB. 

Lorsque x, continuant à être négatif, l'emporte 
sur d, la valeur de , change de signe , nuis en com¬ 
mençant par etr. plus gr a nde que telle ant i,é Vm 
voudra; on voit donc par là qss’il faut prendre au- 
dessous de AB , de 1 autre côté de GS, une branche- 
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Kl' semblables à Kl , mais en allant en sens inverse , 
c’est-à-dire se rapprochant de AB à mesure que l’abs¬ 
cisse augmente négativement. 

Il reste à savoir ce que devient y à mesure que x 
augmente, soit positivement , soit négativement ; et 
pour cela, je divise par x les deux termes de l ex¬ 
pression de y : il vient 

£-e 

x 

y= ~ 7 ? 

résultat qui tend sans cesse vers y = — e , à mesure 
que les fractions ^et^ diminuent, ou quex augmente. 

Tirant donc à une distance AH = e, au-dessous 
de AB , HS' parallèle à cet axe, on aura une li¬ 
mite de laquelle les branches Ik et I'k' s approche¬ 
ront sans cesse ; et par conséquent les parties KIk et 
K I'k' de la courbe cherchée ne sortiront jamais de 
l’angle SOS' et de son opposé. 

Ce qu’on vient de voir suffit pour montrer l’ana¬ 
logie qu’il y a entre la courbe que je considère main¬ 
tenant, et celle qui est nommée hyperbole; il serait 
même facile de changer l’équation de celle-ci dans la 
proposée , en prenant pour axe des coordonnées les 
asymptotes indiquées dans le n° n8. Je ne marrêteiai 
point à ces détails, devant revenir sur ce sujet par une 
méthode plus générale (îug). Je me bornerai à mon¬ 
trer que si on prend , dans l'exemple actuel, des coor¬ 
données partant du point O, où se rencontrent les 
asymptotes GS et HS', en faisant 


x = t — d. 


y —a u — « > 
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l’équation proposée devient 

ut=f+ de, 

forme sous laquelle on Voit bientôt que les ‘deux 
branches sont semblables. 

121. Chacune de ces équations paraît réduite à la 
forme la plus simple ^ mais les coordonnées n’y sont 
pas perpendiculaires entre elles comme dans les équa¬ 
tions de la ligne droite et du cercle , dont j’ai fait 
usage jusqua présent : cependant la situation des or¬ 
données est liée à celle des abscisses par la condition 
que les premières sont parallèles à la droite qui touche 
la courbe à 1 extrémité de son diamètre. Pour s’en con¬ 
vaincre, il suffit d’observer que les points M et M ', 
Jî&- 4 6 > 4? et 48. se confondent en un seul , au point /, 
circonstance qui forme le caractère essentiel des points 
de contact (107). En effet, la somme des deux or¬ 
données , ou la distance des points M et M étant 

exprimée par ~ \Zâ' a — u* pour l’ellipse , par 
2 b' y -— 

V u ~— « /3 pour l’hyperbole, et enfin par 2 \/ e'u 

pour la parabole , devient nul au point /, où l'on a 
u = a pour les deux premières courbes , et u == o pour 
la troisième. 

L’équation des ellipses étant symétrique par rap¬ 
port aux deux indéterminées t et u , de manière que 
1 expression de u en t a. la même forme que celle de 
t ea 11, on pourrait prendre aussi lest pour abscisses, 
et les u pour ordonnées, et on verrait que le diamètre 
46. IJ' Jë- 46 , est lui-même parallèle à la tangente menée 
parle point L. Les droites II' et LL', jouissant toutes 
deux des mêmes propriétés, se nomment pour cette 
raison diamètres conjugués. 11 est évident que dan6 le 
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cercle, les diamètres conjugués doivent être perpendi¬ 
culaires entre eux , puisque la tangente menée à l’ex¬ 
trémité d’un diamètre quelconque lui est perpendicu¬ 
laire : le nombre des diamètres qui jouissent de cette 
propriété est infini pour le cercle. Il n’en est pas de 
même pour l’ellipse;mais quoique , pour &tte courbe, 
^analyse précédente n’ait fait découvrir que deux dia¬ 
mètres conjugués , se coupant obliquement , elle en a 
néanmoins toujours deux qui se rencontrent à angle 
droit, ainsi qu’on le verra plus bas. 

Si l’on rapproche ce que je viens de faire sur l’é¬ 
quation générale du second ordre , de ce qu’on a vu 
dans les numéros 87 et 94, pour la ligne droite et 
pour le cercle, on reconnaîtra que l’équation d’une 
même ligne prend des formes très-différentes, suivant 
les coordonnées auxquelles on la rapporte. Il peut donc 
être utile de savoir changer ces coordonnées, afin 
de pouvoir passer à celles qui donnent pour la ligne 
proposée, l’équation la plus simple; et je vais cher¬ 
cher en conséquence les formules générales pour chan¬ 
ger les coordonnées d’une courbe en d’autres situées 
d’une manière quelconque , tant par rapport aux pre¬ 
mières qu’entre elles. , 

122. Le plus grand changement qu’on puisse appor¬ 
ter dans le système des coordonnées, sans cesser de les 
prendre droites et respectivement parallèles à deux 
lignes fixes, consiste à leur donner une nouvelle ori¬ 
gine et d’autres directions. J’embrasserai tout de suite 
ce cas général, et je supposerai qu’on se propose d’ex¬ 
primer les valeurs des coordonnées AP =a;, PM=zy, 
fig. 5 o, relatives aux axes ABq t AC, par deux autres Fig. 5a. 
coordonnées AP P"AI =u, rapportées aux> 

axes A" P"» A W C\ dont on connaît la position à l’égard 
des premiers. 
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Ayant mené par la nouvelle origine A ' u , les droite^ 
A"!*' et A“C, respectivement parallèles à AB et k AC, 
les distances AA' et A'A" seront données par l’hypo¬ 
thèse y et en les représentant par et et par / 3 , on aura 

AP = AP 4. AA = A m P'+ *, 

PM= P'M -h- A A" = P'M+ |S. 

Tirant ensuite p^rlepied delà nouvelle ordonnée P"M, 
les lignes P U Q et P"R } l’une parallèle à AB et l’autre à 
ACy on observera que puisque les axes A'"B" et A"C , 
sont donnés de position à l’égard de AB et AC, on doit 
connaître tous les angles des triangles A' 0 P"R, P"MQ , 
ou, ce qui revient au même , les rapports de leurs côtéa 
homologues : faisant donc 

A m R P"R P" O OM 

jTP*— m > A m P u " * P"M P * P"M ~ q » 


on aura 

A m R — rn.A m P n ~ mt t P n R —n.A"P a = nt, 
P"Q = p.P"M — pn, ÇM = q. P"M = qu % 

d’où on tirera 

A m P' =A 9 R+P"Q=mt+p U , 

P'M z=P"R + QM z=:nt+qu, 

et enfin 

& — AP -—AT P *4“ & — Tnt + pu -f- u y 
y —PM—P'M + & — nt+qu+l 3 . 

Telles sont les valeurs les plus générales que puissent 
prendre les coordonnées x et y t faisant entre elles un 
angle quelconque, lorsqu’on les exprime par d’autres 
coordonnées du même genre , mais situées comme on 

voudra. 
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Voudra. Voici maintenant comment on en déduit celles 
qui conviennent aux difFérens cas particuliers qui 
peuvent se présenter. 

t°. Si on supposait les nouvelles coordonnées paral¬ 
lèles aux premières , et qu’on ne fit qud* changer la 
position de l’origine , les lignes A^C" et A m C se con¬ 
fondraient , ainsi que A' n B" et A"B' ; on aurait par 
conséquent 

m 1 » 7i= o, p = o et q = i 

et il en résulterait 

x~ t -f- et, y—u- 1-/3, 

ce qu’il est facile de voir à priori, puisqu’alors A"P" 
et A"P f se confondraient, ainsi que P"Met P'M. 

En égalant à zéro ou et ou &, on conservera dans sa 
place ou l’axe AC, ou l’axe AB. 

n° Si on ne voulait changer que la direction des axes 
A B et AC , et qu’on laissât toujours l’origine au point 
A, les lignes A'"B' et A m C r tombant dans ce cas sur 
AB et sur AC, on aurait en même temps 

cl ~o et >3=0, 
ce qui donnerait 

x ~ mt-\-pu, y nt -f- qu. 

On voit qu’en supposant m=i et n = o, d’où il 
résulterait x = t + pu , y=cfu, on ferait coïncider 
la ligne A"B" avec A m B t , et que par conséquent on 
n’aurait change que la direction de l’ordonnée; on 
prouverait de même que x = mt et y = nt -f- u sont 
les valeurs de a: et dey, relatives au changement de 
la direction des abscisses. 

Trigonométrie. 6* édition. ta 
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ISO. Il faut observer qu’il y a entre les quantités ut, 
n, p et q, qui dépendent de la direction des nou¬ 
velles coordonnées , une relation nécessaire , ensorte 
qu’on ne peut les prendre toutes les quatre arbitrai¬ 
rement ) car si , connaissant l’angle des axes primitif» 
A"B' et A m C' y on se donnait encore les angles B A B , 
et CA"B", la position des nouveaux axes A m B" et 
A''C" serait entièrement déterminée par ces trois 
choses : ainsi, lorsque les quantités m, n , p et q, sont 
connues , on construit aisément les axes des deux sys¬ 
tèmes de coordonnées. 

En eff et, soient données m, netp; ontirerad abordune 

ligne quelconque,pour représenter 1 a xeA B , et prenant 
sur cette ligne, une grandeur arbitraire A'"R, on cons- 
truira un triangle A'"RP" , dont les côtés A'"R, P h et 
A"P" soient entre eux comme les quantités m, n et 1 j 
le côté P"R sera parallèle à l’axe A W C , et le côté A"P" 
donnera l’axe A !" B". 

Prenant ensuite un point quelconque M, et menant 
MP\ parallèle à P"R, il ne restera plus qu’à détermi¬ 
ner la coordonnée P"M parallèle à A m C", ce qui s’ef¬ 
fectuera en tirant P"Q parallèle à A'“B ", et en obser¬ 
vant que P"Q : P"M :: p : 1 . La droite P"M étant 
ainsi trouvée, on achèvera le triangle P" QM , dont le 
côté P"M sera parallèle à l’axe A"C" ; et le rapport 
des côtés P"M et QM donnera la quantité q. 

Lorsqu’on passera d’un système connu de coordon- 
’ nées à un autre système également connu , les quan¬ 
tités m, n , p et q, calculées suivant leurs définitions , 
auront entre elles la relation dont on vient de parler ) 
mais il suit de ce qui précède , que la position de 
l’origine étant donnée, on ne peut déterminer la direc¬ 
tion des nouveaux axes , de manière à satisfaire à plus 
de deux conditions différentes, et que dans les ex¬ 
pressions x = ml -f pu + «*, y = nt 4- <J U + fi , leg 
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quantités x et y, têtu, ne sauraient être les coordon¬ 
nées d’un même point, relativement à deux systèmes 
de coordonnées droites et parallèles, tant que m,n,p 
et q seront quelconques. Voici un moyen très-simpla 
de trouver la relation qui doit exister entre qgs quantités. 

Si on mène par le point M les droites MG et MH, 
respectivement perpendiculaires à A*B' et A"B , et 
qu’on suppose connus les angles MP'B' = 0 A li et 
MP"B" = C"A m B M , on aura le rapport de P'M à 
P'G, et celui de P"Mà. P"H. Nommant g le pre¬ 
mier et h le second, il en résultera 

P'G — P’MXg et P"Hz=P"M X h; 

tirant ensuite A V M, et représentant A m P' et P'M 
par x' et ÿ, les triangles obliquangles A"P'M et A m P"M 
donneront 

AP +P71/+a A" P' X/ 3 ' G=x'>+y'*+zgx'y, 
ÂrM—Â^P^ * a 4-u a + 2 htu. 
En égalant ces deux expressions de A m M , il viendra 
+ 2 g x 'ÿ — + “ a + ü htu • 

mettaptpour x' et y' leurs valeurs mt-\-puet nt -\-qu t 
on aura 

(m a + n 2 -f 2 gmn) t a -+- (p a + q a + ^gPP) u * 

-f -ï[mp -f -nq g (np + mq)~} tu = t a u a -f* 2 htu. 

Cette équation devant avoir lieu, quelle que soit la 
position du point M , il faut qu’elle se vérifie toujours 
indépendamment de t et de u , condition qui donne les 
trois équations 

/H* 4- « a + 2gmn == r , p a -|-</ a + 2 gpq == 1 * 
mp + n Q + g (rcp + mq )= h. 

En chassant g des deux premières , le résultat 
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(to 4 -{- n a ) pq — (p a -J- q*)mn=pq — mn , 

exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire 
les quantités m , n , p et q. 

1 Q 4 - On suppose le plus souvent que les nouvelles 
coordonnées u et t se rencontrent à angle droit, ainsi 
que les premières; dans ce cas, les équations ci-dessus se 
simplifient beaucoup. Les angles MP'D et MP"£" 
devenant droits, P'G ou gy et P"H ou hu, s’éva¬ 
nouissent ; ensorte qu’on a seulement 

m a -f- n a = 1 , 

P a + q* = » > 

mp -\-nq~o , 

d’où on tire 

m*= î — n a , p a = i— q* t 
77 i a /j a = î — n a — q* -f- n a ^ a ; 

et à cause de mp= — nq , il vient 

n a 4- <? a = i. 

Comparant ce résultat avec l’équation m 9 -f- n a = 1 , 
on trouve q = m , ce qui donne /? = — n ; on a 
donc .enfin 

x* =mt —nu, y — nt-^-mu , 

en observant que les quantités m et n dépendent l’une 
de l’autre, en vertu de l’équation m a -f-n a = î. 

Fig. 5i. La figuré 5 i, construite pour ce cas particulier, 
fait voir que m est le cosinus de l’angle B'A"B", que 
n en est le sinus, et qu’on a 
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A"P* ■==■ 4"R — P"Q — mt — nu, 

P'M == P"R -f- QM — nt + mu, 

comme je viens de le trouver (*). 

--%—- 

(*) Rien ne serait plus a'sc que de changer , non-seulement ici , 
mais encoie dans tout <e qui précède, les dénominations des lettres 
m , n, p et q , en sinus ou cosinus des angles coinprs entre les axes 
des coordonnées ; et on aurait alors les formules rapportées dans plu¬ 
sieurs ouvrages , qu'on a puh 'irs après les premières éditions de ce¬ 
lui-ci : mn : s la notation que j’ai adoptée, abrège 1 s expressions, et 
conserve mieux l’élégance analytique. C’est sans doute par cette 
raison que MM. Lagrange et Monge ont généralement préféré, 
dans les transformations des coordonnées que renferment leurs écrits, 
de simples dénominations littérales , aux lignes trignnnmétriqnes , 
que d’ailleurs Euler avait introduites dans ees calcuis dès tgfS. 

La position respective des quatre axes qui se coupent au point 
A m , étant déterminée par trois des angles qu’ils font deux h deux , 
on peut choisir tic plusieurs manières les données de la question: 
la suivante me parait assez simple. 

Je pose, jxg. 5o, 

B"A-B' = *, C'A'- C" « 4, C'A"B' =. «, 

C A"B" — » — ^, C'A”B' = »-\-, 

puis faisant attention qu^en vertu du parallélisme des droites P"R, 
QM et A m C\ P'M et A*C\ P" Q et A m tf , les angles J"RP" 
et P"OM sont supplémcns de C A W D' , les angles A m P"R e* 
&A"B", ÀlP'Qcl C'yAh'y P" MO et CA'C' sont égaux, 
j’aurai, d’après le n° îaa, 

A"R sinC* .4"R" sin (•-«,) 
m A m P" ^ sm C.i' u li' sin at ’ 

l "R _sin H" A m iV _éfn 

n==m A” P" ~ sin C À" B’ ~~ sin » ’ 

_P“Q sin CA-C" s m 4 
p p"M "" sin a. rts — b "TTi * 

_ QM _sin C"A"li' _ sin ( » —4 ) 

9 sin£C5*F-^ 


Il résulte de là que 
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Pour changer à-la-fois, dans ce cas l’origine des 
coordonnées et la direction de leurs axes, il faudra 
donc prendre 

x = mt — nu-y = nt -f- mu -f- £(122) , 

en ayant égard à l’équation 

-h « a = i , 

et on ne pourra disposer alors que de trois quantités, 
savoir , et , (Z et l’une des quantités m , n. 


sr« a» sin a» ’ 

P'J)f =y , = T —4) r 

sin* sin a 

Il n’esi pin* besoin «le considérer aucune équation de condi¬ 
tion , puisqu’il n’y a dans le calcul que les quantités nécessaire» 
a la détermination des systèmes de coordonnées. 

Si I on suppose que l’angle OA m B‘ des axes primitifs soit droit, 
on aura sin « = i, et il viendra seulement. 

x' = t cos 9 4 - u sin 4 , 

JT r = t siu <p -f- u cos 4 . 

Il est visible que l’angle CA" B" des axes des nouvelles coor- 
dounées est exprimé en général par » — 9 -f- 4 • 6 ’i[ devait être 
droit en même temps que celui des axes primitifs, on aurait 

, d’ôù 4 = —<6, 

et 

sin 4 = — sin <f>, cos 4 = cos <f (a3), 
et par conséquent 

x> ~ t cos <f — « sin <f, 

J 4 “*■ t sin <f -f- u cos cf , 

ainsi qu’on le déduirait immédiatement de la figure 5 x où l'axe 
ATC a tombe de l’autre côté de l’axe A’C', par rapport k l’axe 
A"B', circonstance exprimée par le changement da signe de 
l angle 4 - 
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125. Je vais exposer maintenant les simplifications 

qu’on peut apporter à l'équation générale 

Ay * + Bxy+C3*+Dy+Ex — F..,, ( 0 . 
par le moyen de la transformation des coordonnées , 
en ne cessant pas de les prendre perpendiculaires 
entre elles. 

Si l’on fait 


x, == mt nu -f *, y — nt + rnu+Z, 

le résultat de la substitution de ces valeurs dans l’é¬ 
quation (i) sera encore une équation complète du se¬ 
cond degré , en u et f, mais comme on y aura in¬ 
troduit trois quantités arbitraires, on pourra s'impo¬ 
ser autant de conditions, qui simplifient ce résultat , 
égaler par exemple , à zéro, les coeflficiens des quan¬ 
tités ùt, têtu , afin de faire disparaître les termes 
qui en sont affectés : on obtiendra alors une équation 
de la forme _ 

A'r+ 


semblable aux deux premières du n° rao. Ot-te forme 
est remarquable, i° en ce que les deux valeurs de t , 
étant égales , et de signes différons , il s’ensuit que 
l’axe des nouvelles abscisses u est un diamètre (tu); 
2° en ce que chaque valeur de u , prise positivement 
et négativement, donnant les mêmes valeurs pour * , 
il en résulte que l’origine des u , placée ^ur lfe nulreu 
du diamètre , ,est le centre de la courbe 


Le calcul devient plus simple , lorsqu au beu d ef¬ 
fectuer en même temps , par les expressions ci-dessus, 
l e9 changemens d’origine et de direction des coordon¬ 
nées , on transporte d’abord les axes parallèlement à 
eux-mêmes. Si, pour cela , on prend 


x = x' -f * y^y » 
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1 équation (,) ^viendra 

^y'+Jh'ÿ+Cjf» , 

î ^^+ Bst + D )y'+(i C *+M4-E) x' [ (s). 

4- A$-+-Bafi -h C*>+D& -\-Ect — F J 

Les quantités « et B étant toutes deux arbitraires 
on peut en disposer pour faire disparaître les fermes 
affectes de * et de/, en posant les équations 

+ B<L+ Z>==o, aCce-f-^-4- Æ = 

desquelles on tire 


(a) 


Z?D— 

~ 4AC—.B" 


18 = 


BE — zCD 
4AÇ—B* 


H ne'reïfep| u , â p rts cela da „ s ré , icm (a)> 

!? terme» affecté» dey,, jÿvy, e , des terme» U 
Oependans des coordonnées et / • ces derniers se 

ni a .T* 4 r ““ e ****•**»•«. En-effet, muB- 
p tant la première de celte, rf i par g , l a £ecbnde . a 

retranchant leur somme de l’équation (a), après v 
avotr supprime les.termes qui doivent s'évanouir il 
Viendra i,n . . * 

sty-+ B J .y + c**=s r.. . 

Je place à présent le» axe» de» coordonnée» dans 
une nouvelle direction , mai» toujours à anqle droit 
eu prenant ( n précédent) h 4 

.v=mt — Jll i ) y f ^ n t + inu . y 

t^ + /?mn -+. Cni a ] ï* x 

+ ^ a '<*—*>**+ 

+ [^/n 2 —+ / 00' 

Car 3 —rj? 



i85 


A LA GÉOMÉTRIE. 

Les deux quantités m et n ne devant satisfaire qu’à 
l’équation m 9 -+■ n*= 1 , il en reste une à déterminer, 
et j’en dispose pour ôter le produit ut, en égalant à 
zéro son coefficient, ce qui fournit l’équation 

e [A — C ) mn + B(m? — n a ) = o*. .. .(m). 

Faisant ensuite , pour abréger 

An? -f- Bmn -f- Cm? = A' 

Am 1 — Bmn -f- Civ 1 =r C 
A( 4 * 4 - B Ad -f- C* a + F—F, 

l’équation (4) devient 

/t a +CV=F', 


et prend ainsi la forme demandée, en supposant toute¬ 
fois qu’on puisse trouver des valeurs réelles pour m 
et n, qui sont données par des équations du second 
degré. 


126. Ces valeurs se déduisent de la combinaison des 
équations 

2 {A — C) mn -j- B ( m? — n a ) = o, 
m? -f- » a — 1 • 

La première donne 

B (m a — 7i a ) 

* 2(C— Atf » 

si on fait qu’on élève au quarré la 

valeur de mn, qu’on en chasse n a , au moyen de l’é¬ 
quation m? -f- 11? = 1 , il viendra 

m 41 — m?~ — - —^ - 

i + 4> a ' 


mn — 

B 
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d’où on tirera 


y _ , 

1 1 -f- 4y a 


a V i 4- 4> 2 


2I/1 4 4> a * 

mettant au lieu de y la quantité qu’il représente , et 
substituant les valeurs de m a et de dans l’expres¬ 
sion de mn, on trouvera, en n’ayant égard qu’aux 
signes supérieurs des radicaux , 

, , C—A 

a l/ (C — A) a -+- JB** 

n» = l- C -JL. _ 

Ay+B*’ 

B 

mnr=. - - 

WiC—Ay + B* 

Les valeurs de m et de n, tirées de celles de m a 
et de n a seront affectées des signes rh ; mais on voit 
pai I expression de mn , que ces signes doivent être 
choisis de manière que le produit mn soit de même 
signe que Æ(*). 


(*) Si , comme il est indique' dans la note, page 181 , on fait 
B"A"B' ~ ç , on aura 

ra = cos<p, n=sino, 

d’où 

mn = sin <ç cos<}> c= jsinaç (u), 

—«* = cos^» — sin 9» =cos , 
et par conséquent 

’ s ' n n 

-- , ta ne 3<* — mn __ B 

cos a* b - ^zzzTy 

formule qui donne tout de suite l’angle que fait l’axe des / avec 
celui des or. 
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En substituant les valeurs de m\ n 2 et mn , dans 
les expressions de A' et de C, et en réunissant les 
termes qui ont le même dénominateur, on verra, 
avec un peu d’attention, quejeur numérateur sera 
divisible par \/ (C — Ay -f- , et qv^ç 

A = ± (C+ A) 4 

• C =±(C+ A)—'^^— Ay+B\ 
L’examen de ces expressions conduit aux consé¬ 
quences suivantes. 

1°. Les quantités A' et C' sont toujours réelles. 

2°. Si A et C ont le même signe, qu’on peut alors 
supposer -f-, en changeant, s’il le faut, le signe de 
tous les termes de l’équation (î) ( page i 83 ), A' sera 
toujours positif, et C le sera seulement quand 

C+A> ✓( c-Ay+û‘, 

condition qui revient à 

(C+^ 2 )>(C- Ay+B\ 
ou à 2 ^c>— sAC + B\ 

ou à 4 AC > B*. 

et de laquelle il résulte que 4 AC — Æ 2 est une quantité 
positive. 

3 °. Si A et C sont de signes dilFérens, ou que A 
étant positif, ou rendu tel , C soit négatif , il viendra 

A' = 3 (.A — C) -}- i V/ (Ç 4 Ay 4 B 2 , 

i v / (cW*M ï ; 

alors A' sera positif et C'négatif; mais a cause du signe 

_dont est affecté ^AC t la quantité ^AC—B* est 

négative. 
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II suit de là que Je signe de C dépend de celui de 
la quantité 4 AC — Z?\ 

4 - Enfin si ^AC = Ii' 1 i il viendra C = o , cir¬ 
constance remarquable non-seulement parce qu’elle 
réduit a A'i* = F'la transformée^/V-p C'a 9 = F' mais 
encore parce qu’elle rend infinies les expressions de * 
* .de H page 184) ; on ne peut donc, dans ce cas, 
taire disparaître a-la-fois les termes affectés de «y' et 
de x , dans l’équation (ci). J 

137. Pour parera cet inconvénient, je ferai immé¬ 
diatement dans l’équation (1) 

ac==mt — nu, y — ntmu , 

ce qui donnera 

[A a -f- C, n ‘] . 

■+■ C 9 C^— C)mn-t- B (m a — n*)~\ut I 

4 - [s/m a — Bmn -f- Cn % ~\u % | (^) 

+ (Dn+Em) t -f (Dm — En) u := F) 

Je poserai l’équation 

C ) nin -i- B (ni 1 — n a ) — o _ > ( m ) f 

pour faire disparaître le produit ut; les valeurs de rn 
et de n , ainsi que celles des coefiiciens de I 9 et de a* 
seront donc les memes que dans le n° précédent , et 
la transformée deviendra 

A'f+ CV+ (D«-f-£m) t + (Dm—£n) u =F (6), 

Pour achever de la simplifier , il reste à changer l’o¬ 
rigine des coordonnée», en faisant 

t—t’ + a', u^w'4-/S', 

et on obtiendra 
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A r t' a -f-C'u' a - f- (s A'a-\- Dn-\- Em)t ' J 

-f- (v.C'11 —{- Dm — Eri)u' 

-f A'**+Cl S' a + (D/i-f-F/ny-f (Dm—En) 0 '=f) 


Il est encore évident, sous cette forme, que le terme 
affecté de u' ne peut disparaître quand C' = o,car 
l’équation 

aC /3 -f- Dm — En =0 , 


qu’il faudrait poser dans ce cas , donnerait j8 infini $ 
je disposerai donc des deux quantités arbitraires tt 
et /S', pour ôter le terme affecté de f et ceux qui 
sont indépendans des coordonnées u' et t', ce qui en¬ 
traîne les équations. 

2 -^V+ Dn -f- Em = o, 

A' 8?-\-(Dn-\-Em)et!~\-(Dm — En)i 2'— F = o. 


Faisant ensuite, pour abréger. 


a CQt 4- Dm — En = — E\ 
j’aurai l’équation 

A't?* Cu* — Èfu' = o. 

Pour reconnaître tous les cas embrassés par cette 
transformation , il faudrait èhercher quand a! et 
peuvent etre détermines par les deux premières équa¬ 
tions posées ci-dessus ; mais il suffit, à l’objet présent, 
de considérer le seul cas où C'=;o(*), ce qui réduit 


(*) Tous les autres éiant compris rians l'équation 
A't * -t- C = F, 

qu’on cliange aisément en 

A't * -f- C'u'> — E'u' _ o , 

en faisant u — u !£?> ct -£ =^:a \/(?F- 
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ces mêmes équations à 


%A'a! -f- Dn -j- Em = o , 

A V 2 + (D/i-j- Em)*' 4. ( Dm—F = o , 
et la transformée en t 7 et u' à 
A't'*=zE'u'. 

On simplifie encore les équations entre a! et Ç>', en 
retranchant la seconde de la première multipliée par 
*'» et en observant que l’hypothèse C = 0 donne 

Dm — En— — E'- 


il vient alors 

o.A r a! -f- Dn -J- Em ■=. o 1 t 

AV*—E'P— F = o 


Enfin l’hypothèse C =z o, qui répond à 4 AC = fi* 
étant établie dans les résultats du n° précédent les 
change en 

A' = C + A, 


C 

1 ~C + A' 


a __ A 


\/AC 


Lorsque Dm — En = o, on a E' = o , et les équa¬ 
tions (a') ne renfermant plus que l’inconnue peuvent 
ne pas s’accorder; mais par cette hypothèse et en y 
faisant C'= o, la transformée en t et u ( p. 188 ) 
prend la forme 


A't'+D't=F, 

et ne contient plus que la coordonnée t. 

128. Tous l es cas de l’équation générale 
A y* + Bx J + ~h Dy -f- Ex— F, 
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.ont donc compris dans les trois transformées 

AT -if-Clf—F'y 

A't'*= E'u, 

A't'+D't = F, 

les deux dernières répondant au seul cas^Ki B , 

et la première à tous les autres. 

Les trois formes indiquées dans le n° 120, se re¬ 
trouvent dans les deux premières équations ci-dessus , 
avec la seule différence que les coordonnées sont main¬ 
tenant perpendiculaires entre elles ; et pour cette rai¬ 
son on appelle axes les diamètres auxquels sont alors 
rapportées les courbes que représentent ces équations, 
dont je vais rappeler les circonstances principales. 

Si les quantités A' et C sont toutes deux posi¬ 
tives, ce qui répond aux cas de l’équation generale, 
dans lesquels 4AC — B* a le signe + , la transformée 

A't> + Cu*=F' t 

donnant 



appartient à une ellipse (120). 

On en trouve les demi - axes O J et OL , /îg. 52 , Fig. 
€ n cherchant la valeur de u lorsque t = o, *t celle 
je t , lorsque u = o : on obtient ainsi 

et représentent ces lignes par a et b , on en conclut 
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résultat qui est semblable à celui du n° u5, et qui 
se construit de même. ’ 

Le cas actuel comprend aussi réquation du cercle 
qui se présente quand C' = A' } puisqu’alors la trans¬ 
formée devient 

C * a ~h u 1 ) = F' , ou t 2 -f- Ji a — — 

A 

et que les coordonnées sont à angle droit. 

I/équation A't*- f- Cu' = F' devient absurde quand 
A' et C demeurant positifs , F' est négative; mais 
elle peut se vérifier en faisant i=o, u=o, lorsque 
F'=o t et ne représente alors que le point où est 
l’origine des coordonnées : c’est l’ellipse réduite à son 
centre (116). En mettant dans la valeur de F' (pag. 1 85 ) 
celles de a et de on exprimera sans peine , par les 
coefficiens de l’équation (i) , la condition qu’elle doit 
remplir pour signifier quelque chose. 

2°. Si A et C sont de signes différens, ce qui ré¬ 
pond au cas où 4AC - ale signe-, l’équation 
en / et u prend nécessairement une de ces formes : 

A'?— Cu*=: F', 

A't u — CV = F' j 

et si on met pour A et C leurs yaleurs en a et b , 

il 
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il vient , après les réductions , 


l L _= 1 , d’où t = ±: - Vu* -f- a% 

b* à À a 



Ces deux équations appartiennent à d£l hyperboles 
(120); mais la première est traversée par l’axe des t 
et non par celui des u, parce qu’on ne peut y avoir 
t — o : le contraire a lieu pour la seconde. 


Il faut remarquer que quoique la valeur t = V '— 6 a , 
qui répond àu= o , dans la seconde , soit imaginaire , 
on ne laisse pas d’élever au centre O y fig. 53 , une per- Fig. 53 . 
pendiculaire OL=\/b % = b } et que , par analogie 
avec l’ellipse , on appelle second axe la ligne LL' 
double de OL) mais on en distingue , par le nom d’axe 
transverse, la ligne JI r qui rencontre la courbe, ce que 
ne saurait faire la ligne LL'. 


Lorsque O = A' les axes deviennent égaux, et l’hy¬ 
perbole est équilatère. 

Il est visible que quand F'=z o , les équations de 
l’hyperbole se réduisent à 


A't* — Cu*-= o, ou t 


—“\Æ 


et ne représentent plus que deux lignes droites (118). 

3 °. Quand on a /\AC ■=. 2 > a , la transformée étant 

A'P — E'u', ou t' = ±: u r t 

appartient à une parabole qui rencontre son axe IB , 
f trr . 54, à l’origine des coordonnées t'etu,'. Fig Sf. 

Trigonométrie. 6 e édition i 3 
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Quand E' = o et que les équations (a') ( page igo) 
s’accordent, il vient A't'*=o, résultat qui , donnant deux 
fois t —c, indique l’axe IB f ur lequel les branches de 
la parabole tendent à se réunir, lorsque E' diminue. 

La dernière transformée 

AT -f- D’t = F, 

ne donnant aussi pour t que deux valeurs déterminée», 
indique deux droites parallèles à l’axe des u. 

Enfin il est à propos de remarquer que l’équation 

A'l'* -f- C' u' a — E'u! — o (127) , 

est commune à l’ellipse , à l’hyperbole et à la para¬ 
bole j on a la première de ces courbes quand A ' et 
C sont de même signe, la seconde, lorsqu’ils sont 
de signes difTérens , et la troisième, lorsque C — o. 

Le point sur lequel se trouve l’origine des coordon¬ 
nées étant placé à l’une des extrémités de l’axe , se 
Domme le sommet. Dans l’ellipse et dans l’hyperbole, 
il y a deux sommets marqués / et/', fi*. 5g et 53; 
la parabole n’en ayant qu’un seul 54 f n ’a point 
de centre , et c’est pour cela que son équation ne 
saurait prendre la forme 

A't* -f- C'u a =z F'. 

129. Après avoir reconnu par les formules des n°* 
précédens, à quelle espèce de lignes se rapporte tel 
cas particulier qu on voudra de l’équation générale, on 
a encore besoin., pour tracer cette ligne , d’établir les 
axes des coordonnées de l a transformée, par rapport 
aux axes primitifs 1 , et de construire les quantités A' f 
C , FouEfC est à quoi Je lecteur tant soit peu ha¬ 
bitué à particulariser des formules générales, ne sau- 
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rait éprouver de. difficulté : aussi je ne pense pas qu’il 
soit nécessaire, pour des opérations qui ne sont point 
de celles qu’on pratique souvent , d’entrer dans une 
énumération de règles presque toujours effacées de la 
mémoire lorsqu’il arrive d’en avoir besoin ; et l’tfremple 
suivant, quoique très-simple , suffira d ailleurs pour 
en montrer l’inutilité. 

Soit l’équation 

xy -f- F)y + Ex = 

en la comparant à l’équation (i), on en conclura 
A —o , B—i, C—r> y 
4AC=z o, Æ 4 —1 , 

et puisque 4 ^^ u’ est P as égal àJ5 a , c’est à la trans¬ 
formée 

A't ' 2 -f- Cu* = F' 

que se rapporte le cas que l’on considère. On trouve 
ensuite (pag. i84et i85), 

«. — — D, fi — — E , F' — F-\- DE ; 
puis (page i85) , 

et par conséquent 

it a ^iu*=F+D£, ou t°— ii a — 2 {F+DE) : 

la courbe cherchée est donc une hyperbole dopt les 
deux demi-axes sont égaux à [/ 2 (F -f- DE) , et tra¬ 
versée par celui des t ( 128 ). En remontant aux 
transformations opérées par les valeurs 

x =x y + *> y =/ 4- /3, 

x — rnt — nu , y' — nt -f- mu , 

i3.. 
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on voit d’abord que l’origine des te t des u répond an 
Fig. 55 . point où xz= at, y = (3 ; prenant donc ,Jig- 55 , les 
distances AA' =— D , AA"z= — E, le point A'" sera 
cette origine. Calculant ensuite la valeur de m , ou 
du cosinus de l’angle que forme l’axe des t avec ce¬ 
lui des x , on trouvera le nombre , qui répond 

V a 

à o», 5 ; et faisant l’angle A"A'B” y égal à o ’,5 , puis 
menant A m C" perpendiculairement à A!"B" , on aura 
les axes des t et des u ; prenant enfin A”J et 
AT = V^2( F-^-DE), on déterminera les sommets 
/ et V de l’hyperbole qui est le lieu de l’équation 
proposée. 

La même marche conduira toujours au résultat , 
pour quelque exemple que ce soit; et j’ai choisi le 
précédent, déjà traité dans le n° îao, afin de prouver 
que la courbe indiquée dans ce numéro , par ses 
asymptotes, est une hyperbole, et d’en trouver les 
axes (*). 

Souvent aussi on cherche quelle est la courbe 
douée d’une propriété particulière , qu’on ignore ap¬ 
partenir à une courbe déjà connue ; mais alors l’équa¬ 
tion relative à cette propriété rentre dans quelques- 
unes des équations qui ont été discutées : c’est ce que 
montreront les questions suivantes. 

(*) On pourrait déduire immédiatement de l’équation générale 
des lignes du second ordre , l’équation de l’hyperbole, par rapport 
à ses asymptotes, en transformant les coordonnées rectangles en 
d’autres dont l'angle soit indéterminé. On introduirait alors quatre 
quantités arbitraires (ia 3 ) dont on disposerait pour faire disparaître 
les termes affrétés de /*, u* et u, ce qui réduirait l’équation ge¬ 
nerale du deuxième degré à la forme B?iU — F ; mais on trouverait 
que les quantités m et n n ont des valeurs réelles'que dans le cas 
où 4 AC—fi* * I e c'est-à-dire pour l’hyperbole seule? 

nient. 
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l 3 o. Trouver l'équation d'une courbe telle que si 
ton mène de chacun de ses points M , fig. 52 , à deux Fig. 5 s- 
points fixes , F et F', les droites MF et MF', la somme 
de ces lignes soit égale à une ligne donnée. 

Si on représente par aa la ligne donnée, par 2c la 
distance FF'des points fixes, en prenanfrpour origine 
des coordonnées le point O , milieu de FF*, ensorte 
que OF= OF' — c, et faisant OP=±x, PM—y> 
on trouvera 

FP = c — x, F'P = c + i. 

Les triangles P MF, PMF* t rectangles en P donnant 

MF= VfP+PM\ MF' =.\/Wp' -\-~PM, 
on obtiendra 

MF — \/{c— xy+y*, MF' — {/IsTWTÿ; 

mais en posant MF = z , il viendra MF' — *a — z' T 
puisque par l’énoncé on a , sur toute la courbe 
cherchée , 

MF+ MF' 
et par conséquent 

z = y/ (c — xy-fry 1 , 2a — z = y/( c+a?)Sfÿ- 

Fp élevant au quarré, pour faire disparaître les ra¬ 
dicaux, il en résultera 

z, a = c* — ücx -f" oc* 4“ y*, 

4 a a — 4 az 4- a a = e a 4- aex 4" 

retranchant la seconde de ces équations de la pre¬ 
mière, il restera 

— 4a a -f - 4 aa = — 4 ex > 
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d’où 

_ n 2 — ex 

a ‘ 

substituant enfin cette valeur de z dans la première 
expression de s*, on parviendra à l’équation cherchée, 
qui sera, après les réductions, 

a* -f- =r a a c 2 -f- a 2 (a: 2 - 

Cette équation n’étant que du second degré, mon¬ 
tre que la courbe cherchée ne peut être que l’une 
de celles qui ont été discutées précédemment; et pour 
reconnaitre à quelle espèce elle appartient , je dorine 
à son équation la forme 

a y*+ (« 9 — c a )x* —ai — aV a . 

En la comparant alors avec A'f? -f" C'a 2 = F ', après 
avoir écrit dans cette dernière y et x pour t et u , on 
aura 

A' — a 2 , C — a 2 — c 2 , F' — ai — a 2 c 2 = a 2 (a 2 — c 2 ). 

d'où l’on conclura qu r elle est celle d’une ellipse , 
puisque , c étant moindre que a, les quantités A ' , C , 
F', sont essentiellement positives (128). En posant, 
pour abréger, a 2 — c* = £ 2 ', il viendra 

ay-f teste (rit*, 

d’où l’on tirera 

b y _ 

y — —- V d A —x 2 . 

J a 

Les demi-axes OI et OL de cette ellipse sont res¬ 
pectivement a et b ; et comme ù 2 =a 2 — c 2 , on tire 
de là 


— a 2 — ùy 


c = l/a 2 — ù 2 
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ce qui fait voir que lorsqu’on ne connaît que les 
axes II' et LIJ d’une ellipse, on peut trouver sur le 
plus grand des deux, les points F et F’ pour les¬ 
quels MF -f- MF' —II', en décrivant du point L > 
connue centre et d’un rayon égal à la moitié du grand 
axe II ', un arc de cercle ; car aux ir^rsections F et 
F' de cet arc de cercle avec l’axe//', on a, 

OF= OF'=S/FL— ÔL — yV — b\ 

L’énoncé du problème que je viens de résoudre , 
offre donc une propriété commune à toutes les ellipses, 
savoir : que la somme des lignes MF et MF', qu’on 
nomme rayons vecteurs , menées aux points Jixes F 
et F', pris sur le grand axe , et qu’on appelle foyers , 
est toujours égalé au grand axe. 

i 3 i. Cette propriété donne un moyen très-simple 
de trouver autant de points qu’on voudra des ellipses, 
ou niôme de les décrire d’un mouvement continu. En 
effet, si l’on prend à volonté une ouverture de compas 
FM, moindre que OI> que du point F , comme centre, 
ondécrivè on cercle,avec cette ouverture de compas , 
et qu’ensuite, prenant pour centre le point F' et pour 
rayon la différence F'M entre le premier rayon FM et 
l’axe II', on décrive un second cercle , il coupera le 
premier en deux points M et M ', qui appartiendront à 
l’ellipse. En répétant ce procédé avec diverses ouver¬ 
tures de compas , on obtiendra de nouveaux points de 
l’ellipse demandée ; et si ces points sont un peu mul¬ 
tipliés.» ; on pourra , en les joignant par un trait libre 
de la main , achever la courbe d’une manière d’autant 
plus exacte, que les points déterminés seront eu plus 
grand nombre. 

Lorsque l’ellipse doit être fort grande , on la trace 
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par un mouvement continu, en fixant aux points F 
et F', les extrémités d'un cordeau dont la longueur 
est celle de l’axe IJ' ‘ on tend ce cordeauparle moyen 
d un piquet AI que l’on fait glisser le long du même 
cordeau , jusqu’à ce qu’il se trouve- au point d’où il 
est parti : alors il a tracé l’ellipse demandée.' 

Il est utile aussi de se rappeler que la distance c, 
d un foyer au centre , se nomme excentricité. 


L’équation y = ±: - [/a 2 — x x fournit une cons¬ 


truction par points, très-commode dans la pratique. 

Fig. 56 . Avant décrit du centre O de l’ellipse demandée, fig. 5 fi, 
deux demi-cercles, l’un sur le grand axe et l’autre sur 
le petit, pris pour diamètres , et mené . un grand 
nombre de rayons ON, ON', etc. , on abaissera sur 
l’axe II', les perpendiculaires PN, P'N', etc. , et on 
mènera par les points R , R', etc., où les rayons ON, 
ON', etc. rencontrent le plus petit des deux cercles’ 
les droites RM, etc. parallèles à 7 /'; les points 
M, M , etc, que ces parallèles détermineront sur les 
perpendiculaires PN , P'N' , etc. appartiendront à l’el¬ 
lipse cherchée. Par l’opération que je viens d’indiquer , 
on n’obtient que la moitié de cette courbe ; mais en 
répétant la construction au-dessus de l’axe IJ', on 
l’aura toute entière. 


Pour reconnaître lexactitode de cette construction, 
il suffit d’observer qu’en vertu du parallélisme des 
droites RM e t //' f on a 


on : or:: pn:pm-, 

et puisque ON = a, OR ^ b , OP = x „ il en ré¬ 
sultera 

pn= vc 

a: b :: 
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bol 


ü OÙ 

PM — - i/o 3 — JL ' 3 = y. 
a J 

1 32. Je modifierai dans cet article le problème 
que j’ai résolu dans le numéro précédent, et je de¬ 
manderai qu’on ait MF' — MFz= JJ' sit a a ,fig. 53 , Fig. 53. 
au lieu de MF + MF*t=z a a ; c’est-à-dire que la diffé¬ 
rence des rayons vecteurs soit constante. En gardant 
d’ailleurs les dénominations de l’article cité , on aura 

MF =zV~Fp'+PM*~ z~ \/(c — x y +y *, 
^'=^‘+^=20+5= • 

d’où bn tirera 

TS 9 r= c 9 — acx 4- 4- y* > 

4a a -f 4 az -h z* = c a -f- 2cx +X 3 ; 

retranchant la première de ces équations de la se¬ 
conde , on obtiendra 

4 a* + 4az = 4 cx ou z = — ~~ -JL - 
a 

et par cette valeur de z , on parviendra à l’équation 
/ex — a 9 \ a 

1---1 = c a — acr + x a y* t 

qui, par le développement , se réduit à 

(c a — a*)x a — a*y* = o a (c a — a 3 ). 

Dans le cas actuel, où c>a, il faut prendre è^c 9 — a\ 
ce qui donne 

ù a x a — a a y* =3 a* b*, 

équation appartenant à l’hyperbole ; cette courbe 
Jouit donc de la propriété, que la différence de 
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ses rayons vecteurs MF et MF', est égale à l'axe trans¬ 
verse II', sur lequel se trouvent les foyers F et E'. 

J’ai déjà fait remarquer que l’hyperbole n’avait, 
à proprement parler, qu un axe (128) , mais que pour 
conserver l’analogie , on concevait un second axe LU 
mené parle point O, perpendiculairement au premier; 
b exprime la longueur OL de la moitié de cet axe , et 
l’équation & a =:c 2 — a 2 , donnant c~ / fait 

voir que pour trouver l'es foyers ^’et F', il faut prendre 
les distances OF et O F' égales à 1 hypoténuse du 
triangle rectangle construit sur les deux demi-axes OI 
et OL. 

i 33 . La propriété dont jouissent les foyers F et F' 
peut servir à la construction de l’hyperbole par points. 
Pour cela, du point F, comme centre, et d’un rayon 
FM , qui ne soit pas moindre que IF, vuais d’ailleurs 
quelconque , on décrira un arc de cercle, puis on pren-> 
dra un rayon F J/plus grand ou moindre que le premier 
d’une quantité égale à IJ\ et le cercle décrit sur ce der¬ 
nier, du point F f comme centre, coupera le premier dans 
deux points Al et M' appartenans à l’hypet bole. 

Pour décrire une portion quelconque d’hyperbole 
par un mouvement continu, on assujétit une règle à 
tourner autour du point F, on fixe à l’extrémité R de 
cette règle et au point F , un fil dont la longueur çôit. 
moindre que F*R de la quantité //'; on fait ensuite 
tourner la règle en appuyant contre elle, aved un style 
AI f le fil RM F , de manière qu’il demeure toujours 
tendu : le style AI trace ainsi un arc de courbe qui ap¬ 
partient à l’hvperbole dont l’axe est //', et dont les 
foyers sont F et F'. 

104. Je me prpposeraî encore de trouver l'équation 
d'une courbe telle, que chacun de ses points soit autant 


A LA GÉOMÉTRIE. 2o5 

i éloigné de la droite AC , donnée de position , fig. 54; 5 4- 

que d'un point fixe F , également donné de position. 

Si l’on prend sur la droite AB , menée par le point 
F, perpendiculairement à AC, un point I situé au mi¬ 
lieu de la distance AF , c®point appartiendra néces¬ 
sairement à la courbe cherchée , puisqfril sera autant 
éloigné de la droite AC que du point F. Faisant 

JF= AI = c, IP = x , PM—y , 
on aura , pour un point quelconque M , la distance 

QM—AP — AIIF—c + x } 
et le triangle rectangle FPM donnera 

MF—\/fp'a-PM*— v/(c'— xfA-f > 
puisque FP—IF—IP. En développant, on trouvera 
MF == S/c " 1 — ac'a: A-** A~ y* ; 

mais par l’énoncé de la question , ÇM= MF.- donc 

c' -f- x— \/ c' a — 2cx + x a A-y 2 * 

En élevant au quarré et réduisant , on obtient 
2 c'x = — 2c f x A~y* ou y — 4 ex » 

équation à la parabole (128). 

i35. Pour construire la courbe, d’après Ta propriété 
que je viens d’employer à la recherche de son équa¬ 
tion , il faut, d'un rayon FM pris à volonté , décrire 
un cercle , faire AP = FM, et mener par le point P ? 
parallèlement à la ligne AC, une droite PM: le point 
Moù cette droite coupera le cercle appartiendra à la 
parabole demandée ; caril est évidentque ladroite QM, 
«tant parallèle et égale à AP , sera égale à FM. 
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Cette même propriété donne lien à un mouvement 

™ p r *tx ,raceiac ° urbe ' p °-Z 

£ ou . ° ng ' de AC ' Une règ,e sur ,a q u eHe on fait 
droite oT e ‘? Uerre , do " t run des côlé * représente la 
d 0 J S, E> °” ' Uche a “,P oint F l'extrémité d'un fil 

«mit étT’ Ur ^ éga ' eà ÇE ’ etd0nt l>a “ tre «• 
trente est fixee au pom, E ; ou tend ce El par un style 

en I appliquant contre le côté OE et I» et l A’ • 
une port,on de parabole. V * S ' y ‘ 8 deCnt 

* V a t,ue f i ° 11 < î u ‘ a conduit ci-dessus à l'éoua- 

emta W* P ' Ut *" modifi ~ * —e 
pource a d e r r S ,r °' S C °” rbe8 d “ degré. Il suffit 

en ;;/etrt cXfc d •; Twuver l ' equa “° n 

Fig. 57. conqup M et le point fit F fit'&f f'w X 
VT , v , f J r • “5- 07 , soit a la dis - 
tance My entre le meme point M et une droite AC 
donnée de position , report co/uta*,. * 

n Ce ^pport, et que l’on tire du point F 
co /h /7 endlCUl3ire AB> i] eSt ^dent que la 
/, terque^'^ 66 reDC ° ntre Cette droite dans «« point 

* F ' 1 m; 

ensorte que si on désigne IF par c', il en résultera 
■dl = ne'. 

, F rtllI /i> = X ,’ n M =y > !l ™" d ™ eu vertu du 
triangle rectangle P MF , de même que ci-dessus, 

MF — j/ (c /- x*)+y, 

n comme Q V ~y /p — j r+ , P=znc . + x> Qn ^ 

x ) ~t~y a • ne' + x :: lin, 

d ou on tirera 
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ne +J?= n \/ (c'— acy-î-y* : 
élevant au quarré, on obtiendra enfin 

n*y* -f- (n a — i)x a — 2 (n -f- 1) nc'x =s o. 

•dette équation, d’une forme absolument semblable 
à l’équation ^'t' a -f- C'a' 3 — E!v!-=. o, Ai numéro 128, 
appartiendra à l’ellipse , à l’hyperbole ou à la para¬ 
bole , selon qu’on aura n 1 , n < 1 , ou n — 1, et 
montre par conséquent que la propriété qui fait le 
sujet de la question proposée, est commune aux trois 
courbes du second degré , par rapport auxquelles la 
droite A C est nommée directrice. 

En donnant à l’équation ci-dessus la forme 

^ + ( l -?)^- a ( l + 'ù c '* = °- 

et en remarquant que plus n augmente , plus les frac¬ 
tions — et - diminuent, on verra que dans la sup¬ 
position de n infinie, elle doit se réduire à 

y 4 -f- x 4 — 2 ,cx— 0 t 

équation qui est cellè d’un cercle dont le rayon est c', 
et pour lequel l’origine des abscisses est placée à l’une 
des extrémités du diamètre (94). 

137. On a vu dans le n° 128 , que l’ellipse, l’hy¬ 
perbole et la parabole , peuvent être données par une 
seule équation ; et il est remarquable que celle-ci peut 
aussi se déduire immédiatement de l'une quelconque 
des équations 
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qui, se rapportant au centre, semblent particulières à 
l’ellipse et à l’hyperbole. Pour cela, il su (lit de trans¬ 
porter 1 origine des coordonnées, à l’un des sommets 
des courbes que représentent ces équations. En elFet, 
Fig. 5 a si danj > les figures 52 et 53 , on fait, IP= x\ on aura 
«i 53 . par la première, 

x ou OP ~ OI — IP — a — a/, 
et par la seconde, 


X ou OP = or + JP = a + xf. 

La substitution de ces valeurs changera les équations 
rapportées ci-dessus en 

y' = y=^-< +~ 

qui reviendront à 


y'=p*'-L x '*‘ r=r*'+T a ^> 

si Ion pose —p‘, et l’une ne différera de l’autre 

que par le signe de a : l'inspection de la figure 53 
montre aussi que l’abscisse TP étant regardée comme 
positive, l’axe IT est nécessairement négatif. 

En mettant pour b 1 sa valeur, relative tant à l’ellipse 
qu’à l’hyperbole, il vient 


r= aJ ^03o )>P= î^ 


■a') 


05s); 


mais il est à propos d introduire la distance JF à la 
place de c qui représente la distance OF ; et en fai¬ 
sant JF=zc , on trouve , par la figure 52 , 
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c ou OF = OI — IF— a — c', 
par la figure 53 , 

c ou OF=. OI-\-IF=z a -f- c' : 
ces valeurs donnent 


^_4«c' —ac' a ^_ 4 ac' 4- sc /a 


expressions qui ne diffèrent encore que par le signe de a. 
Toutes les deux étant réunies dans la formule 


_ 4 oc : 


-=4c'zf- 


ont également pour limite 


p = 4c', 

lorsqu’on suppose a infini ; mais dans ce cas les équa¬ 
tions 


y= 


se réduisent à 


= px? q: —x'* 
r 2a 


y % — px f ou y — 4 cx, '* 


par l’anéantissement de la fraction -A-, et donnent 

2û 

ainsi l’équation de la parabole (i34). 

L’équation 

y*—px'—£- 
r a a 

est donc propre à représenter chacune des lignes du 
second ordre : elle appartiendra à l’ellipse quand a 
sera positif, et au cercle gi p — ^a} à l’hyperbole 


\ 
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quand a sera négatif, et à la parabole lorsque a sera 
infini (*). 

i38. La quantité p se nomme le paramètre .• c’est 
dans 1 ellipse et dans l’hyperbole une troisième pro¬ 
portionnelle aux deux axes, puisque sa valeur 

p~îh 1_ éèL 

a ua 

conduit à la proportion 

a a l ab II 2 b lp ) 

et dans les trois courbes , elle exprime la valeur de 
la double ordonnée qui passe par le foyer. En effet , 
lorsqu’on prend od = c, il vient 

a / p , a p (2 ac zçz c' 8 ) 

V 3 =: pc qr — c 8 — C—:-ÜL.—' , 

J r 2 a 2 a * 

d’où on conclut 

. - 4 ac ' =p2c' s . -0 ‘ 

4y* = p --- = P > et sy=p. 

i3g. Les équations 

D 

y=P*'z 


. , que —je * . t ... 

( ) L expression p =---, qui se rapporte à l'ellipse, pren- 

drait une valeur négative, si Ton y supposait c\ > 2 a, et l'équation 

jr* =px / — ^ *'» , se chj^geant en 




appartiendrait â 1 hyperbole; mais c' exprimerait alors la dis¬ 
tance entre le sommet et le foyer le plus éloigné, ou IF', fig. 53. 

étant 
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étant mises sous la forme 

y'=~ <w_ x"-) ,y'=~ (W + x*), 

ou en déduit les suivantes 

y _ _p y* * _p 

a/ (2a—x') 2 a' x'(2n-f-x') 2a* 

desquelles il résulte que le quarré de l’ordonnée PM 
est dans un rapport constant avec le produit des lignes 
JP et I'P , qui sont respectivement x' et a a — a/ pour 
l’ellipse, Jig. 5a, x' et aa ~f~ jc' pour l’hyperbole, 
Jîg. 53. Ces distances du pied de l’ordonnée à chacun 
des sommets de la courbe, étant nommées abscisses , 
on dit que dans l'ellipse et dans Vhyperbole , les quarrés 
des ordonnées sont entre eux comme les produits des 
abscisses correspondantes. 

En effet, si on désigne par X r une abscisse différente 
de x', mais toujours comptée du même point, et par 
Y l’ordonnée correspondante , on aura 

y^=^(yaX-x"‘), r-i(rf + .v-), 

d’où on tirera 

y : Y* :: x' (aa— x) : X f (aa — X) 
pour l’ellipse, 

y : y> :: x'(2a + x') : x ( 2a + x') 

pour l’hyperbole, en supprimanttoutefoisdansledernier 
rapport de chacune de ces proportions le facteur com- 
p 

niun - £ -. 

2 a 

L’équation de la parabole y —px', étant traitée 
Trigonométrie. 6 e édition. j4 
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de la même manière, donne seulement 

y: r*::*': x\ £ 

ce qui fait voir que dans la-parabole , les quarrés des 
ordonnées sont comme les abscisses correspondantes- 

1 4 °- Il suit de la comparaison des formules rap¬ 
portées dans les numéros 120 et 128, qu'il y a pour 
chaque courbe du second degré, au moins deux sys¬ 
tèmes de coordonnées dans lesquels l’équation de cette 
courbe se présente sous la forme la plus simple : l’un 
de ces systèmes est celui des axes, et l’autre celui de 
deux^diamètres conjugués ; et je vais montrer qu’il y a 
un nombre infini de systèmes de coordonnées qui jouis¬ 
sent de la même propriété. Pour le faire, j’appliquerai 
la transformation des coordonnées aux équations re¬ 
latives aux axes. 


Soit premièrement celle de I , eJlipsey=- î (a a _x a ), 

qui revient à 

ay* -f- b*x* = a*b* ; 


j observed abord , qu’il est inutile de déplacer l’origine 
des coordonnées, qu’il faut laisser au centre; et n’ayant 
à changer que la direction des axes, je prendsseulement 

x=mt+pu , y=nt-\-qu{\zz). 

Je laisse indéterminé l’angle que les nouvelles coor¬ 
données doivent faire entre elles, et dont le cosinus est 
représenté par /i(i 23 ), et je ne tiendrai par consé¬ 
quent aucun compte de l’équation 

m P "+■ n q ■+■ g(np -f -mq) =z h ; 
il n’en sera pas de même des équations 

m 2 -j- /»“ -f- 2 gmn as 1 , pi-f- q a 4- zgpq = 1 ; 
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parce que les coordonnées x et^ étant réciproquement 
perpendiculaires, il en résulte g = ô, d’où * 

m* + n a = i , p a -f- q a = i : 

des quatre quantités m , n , p et q , il n’en restera donc 
que deux dont il soit possible de disposei*En faisant la 
substitution des valeurs de x et de y, dans l’équation 

ay-f b a x % — a 2 b*, 

on obtiendra 

(a , n 2 4-6 a m 2 )t i 4-2(rt*ng+i 2 mp)u£4-(a 3 9 a 4.è a p a )u s =a î i*; 
et pour simplifier cette dernière , je poserai 
a 2 /iq4- b*mp == o, 

ce qui la réduit à 

(a a n 2 + £ a m a ) t 2 + (a a q* 4 - 2y)u a = a*b a . 

Pour comparer cette équation avec 

a' 2 £ a 4-y a u*=:a' a Z»'», 
on les mettra sous la forme 


fl 9 n 2 + b‘ 


+ ,» _i_ a Y -h by . 

a’* a - 1 H -u a =i 


elles ne pourront alors devenir identiques, indépendam¬ 
ment de t et de u , que pat la supposition de 


>__ n a n 4- frV 

/>' a 


ce qui donnera 


*'• = 


a a b a 


a a n A -\-b a m* 1 


a ' 2 a* A 2 


a a &“ 


“ ay-féy' 

M-. ! 
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Pour s’assurer de la possibilité de cette transforma¬ 
tion, il faut voir si la détermination des quantités m , n, 
p et q , n’est sujette à aucune exception. L’équation 

cfnq -J- b a mp = o , 
mise sous la forme 

n_ <7 b a 

m p a - 1 ’ 


fera toujours connaître le rapport de p à q, ou celui 
de m à n. Si on en tire 

q b* m 

p a* n * 

et si, pour abréger, on fait 


b % 771 

il viendra 

q=pr-, 

substituant dansp* -f- q a = 1 , on en déduira 


p a (i + r 2 ) = 1, 


d’ou l’on conclura 


F l/i+r’’ 9 J/i+i 

expressions qui demeureront toujours réelles, quelle que. 
soit r. L’équation -}- n* = î ne pouvant déterminer 
qu’une des deux quantités met n, laisse absolument in¬ 
déterminé le rapport ~ qui entre dans les expressions 

de p et de q, lesquelles, par cette raison , deviennent 
susceptibles d’une infinité de valeurs différentes : il y a 
donc en effet une infinité de systèmes de coordonnées 
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dans lesquels l’équation de 1 ellipse a la forme 

a'-i 1 -f- b' 9 u~ = a' a Z>'“, 

absolument semblable à celle de l’équation aux axes 
a a y 2 -f b*x*=a u b*. ^ 

i^i. En opérant sur l’équation de l’hyperbole 

y»— (x a —a 2 ) ou a.y rj - — &*x“== — a 2 6 a > 

comme je viens de le faire sur celle de l’ellipse, on 
aura successivement 

(n 2 /i 2 —& 9 m 2 )f 2 -f z(a*nq—b*mp) ut -f (ay—by) u 9 =— a 5 i 9 > 
ynq—b*mp == o, 

a‘n‘ — b‘m> a y — by ^ _ , . 

- 1 + a>4“ 

et comparant la dernière équation à 

t a u* _ 

o' a 1 * 

çn trouvera 

a'-=-ïA=. 

o a /i a — o ni q — bp* 


Les expressions de p et de q seront de la même foi me 
dans ce cas-ci que dans le précédent, et pourront don¬ 
ner par conséquent une infinité de valeurs, d’après celles 

qu’on assignera au rapport — : on sera donc fondé à 

tirer pour l’hyperbole une conclusion pareille à celle 
qui vient d’être énoncée pour l’ellipse. 

Je passe à la parabole • son équation y s =^c'x > 
ne peut être transformée en une autre qui lui soit sen>- 
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blable , par les formules 

x~mt pu, y = nt + qu. 
On obtient en effet la résultante 


n a * a +anqut + q 2 u a = 4 c' (mt+pu ) , 

de laquelle il faudra faire disparaître les termes 
affectes de ut et u ce qui s’effectuerait en posant 
n — o, p — O; mais il s ensuivrait m=i, q = i acz=zt 
y=u, et l’on retomberait sur les coordonnées primitives: 
il n en sera pas ainsi en déplaçant en même temps l’ori- 
gine. 6. I on substitue à a; et à y leurs valeurs les 
plus generiles , 


mt+p U +et> nt + qu +/2 (ia 2 ), 

il vient alors m 


n a t a + a nqut -f- q*u* 

4 - a/3 (nt 4- qu) — 4c'( mt + pu ) 

-h fi 3 — 4«c' 


1 


= o. 


Pouvant disposer maintenant de quatre quantités, à 
cau«e des deux nouvelles indéterminées * et /3 on 
fera d.spar 9 itre les termes affectés de ut, de t et 
les termes indépendans de t et de n, en posant 


, - , -,- ^ 0 > ___ Q 

La première de ces équations peut être satisfaite de 
deux manières : soit par /z=o, soit par q = 0 , mais 
. n_o donne m=o,dansla seconde équation , ce qui 
ne saurait s’accorder avec l’équation m 3 + n* = i En 

adoptant la valeur 7 =o, l e terme qV a évanouit, 
et il ne reste que 


n»(»= 4 c'pu ou 

n a * 

équation semblable à celle qui se rapporte à l’axe de la 
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courbe. La supposition de q=o, introduite dans 1 é— 
quation p® 4- <7* = 1 » donne 

p=±i’> 

de afin —- 4 c"m = o, on tire 

n ac' ^ 

m~~jï 9 

et cette équation, combinée avec m a -j- n 4 = 1 , déter¬ 
mine n et m. L’équation fr—^etc'—O, détermine 
aussi fit, lorsque/3 est connu; mais cette dernière quantité 
reste susceptible de telle valeur qu’on voudra. 

i 43 . Les remarques précédentes conduisent à cette 
question : un diamètre quelconque étant donné, trouver 
la position de son conjugué. On la résoudra en obser¬ 
vant que lorsque dans la figure 5 o du numéro 122 ,Fig-. 5 o. 
l’angle CAB , op celui que font entre eux les axes des 
coordonnées primitives x, y , est droit, les triangles 
P"A'"R et P"MQ deviennent rectangles , l’un en R , 

„ ^ . .. . A m R 

1 autre en Q ; d ou il suit que m = représente 

le cosinus de l’angle P"A m R ou B"A m B' , et que 

P" R P"Q 

7i= ’ jmp* en est *i nus ’> que représente 

OM 

le cosinus de l’angle MP 9 Q ou C"A m B , ) et que q— 
en est le sinus. 


Si l’on rapporte ces mêmes dénominations sur les 
figures 58 et 69 , en prenant IP pour l’axe des x , Fig. 5S 
O F pour celui des t, et OH pour celui des u, il 61 *’ 9 " 


viendra 


n 

m 


s in FOI 
’cos FOI 


= tang FOI, 


q sin HOI 
p~ ooi U OI 


= tang HOI ; 
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et comme les équations 

tfnq -f- b'mp = o, 

, a u nq — b*mp =z o, 

obtenue» dans les n“ 1^0 et 14, , peuvent être mise» 
«ous la forme 

J* q _A* 

m p "*“0** 

il en résultera 


tang FOltang HOJ = + ~ 
a*' 

le signe supérieur se rapportant à l’ellipse , et l’infé¬ 
rieur a l’hyperbole : on déterminera donc aisément 
1 im desangles FO J e t HüJ , quand l'autre sera connu. 

.58. 1 44- On peut substituer dans l’ellipse, Û s 58 

ang'esTW, 7 / 0 /, les coordonnées des points pi 
H , car si 1 on désigné 


il Tiendra 


OE para, EF par/?, 
O G par <*', GH par 


•" sF0/ =s|=S' 


,ans//0/ =B!=?. 


et par conséquent 


«a 1 

ce qui donne 

-f- b 2 aei^=z o j 

équation qui, jointe à celle de l’ellipse, 

-f. __ 
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fera connaître soit * et /S, soit *' et /S', c’est-à-dire 
l’un des points F, //, quand l’autre sera donne. 

Dans l’hvperbole,J*g. 59 , * et fi n’appartiendront Fig. 5 g. 
plus à un 'point de la courbe, puisque le diamètre 
OF ne la traverse pasj mais comme il ne s agit ici 
que de la direction de ce diamètre , <*n peut prendre 
au lieu du point F , le point R , correspondant à 1 ab¬ 
scisse O J , et faire en conséquence 


*=0/=a, JR, 

ce qui donnera 

M fi fi fi' b' 

tang FOI—-, et --7=-*, 


d’où 


afifi '— b 2 a! — o. 


En déterminant fi par son moyen , cette équation 
fera connaître le point R , mais il faudra la combiner 
avec 

— b*et'* = — cfb 2 , 
si c’est le point H que l’on cherche. 


i 45 . Dans la parabole , on a q =0 ; il suit de là que 
l’axe des u, OH,fig. 60, est parallèle à celui des x, Fig.60. 
et que sa position ne dépend que du point O, où il ren¬ 
contre la courbe. Ce point se trouve déterminé par 
la quantité a , laquelle représente évidemment l’ab¬ 
scisse IG , qui répond , sur l'axe IB , au point de la 
courbe où l’on a en même temps t =0, u = Oj et 

l’équation donne alors la tangente trigonomé- 

trique de l’angle compris entre l’axe des t et celui des u. 

Je ferai remarquer en passant , qu$ lorsqu on a 
trouvé la position du diamètre qui est le conjugué 
d’un diamètre donné , on a celle de la tangente de la 
courbe i au point où elle rencontre ce dernier , point 
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qu'on peut prendre arbitrairement. En effet f Iai > ‘ 

oTrr,n ,h r rb01 ''^- 58 - <• 

bole Zc a l a ,anse “'e HT ’ « <*«»» la para- 

courbe en °0. “ ,ame,re est '“i-ntême tangent à la 

Réciproquement, quand on tait mener la tangente 
d ne u„ t r .conque de la courbe, on en conclut 
«ur-Ie-champ la posttion du diamètre conjugué. 

î^S. Dans les équations 

a’V + 4V=o-i'-, e'.f_iV=_ a '. i '. ) 

do nt la première appartient à l’ellipse , et la seconde à 
1 hyperbole, les lettres a' et b' représentent les deux 
demi-diametres conjugués- en effet , quand t= o il 
vient 1 * 

u = a' ou OII — a', 58 et 5 9 ; 

et lorsque u =; o, il vient 

t 2 = b'* t ou t* — _ b'*, 

ce qui donne, pour l’hyperbole comme pour l’ellipse , 
OF=b' (128). 

Il est facile de voir que les quanti tés 7n,n,p, u, peuvent, 
au moyen des équations 4. I 

«t de celles qui résultent des expressions de a'» e t de 
b'\ être éliminées de l’équation de condition qui 
détermine la position respective des diamètres conju¬ 
gués, et qu’on doit parvenir à une relation entre ces 
. h f neS et les ^mi-axes. Le calcul s’effectue fort sim¬ 
plement de la manier? suivante : 


On tire d abord des expressions de a /a et b' a , rela¬ 
tives à l’ellipse 04b), l e8 équations 

+ a,''by = a*b *, b'W + b'>b*m‘ = a'b» ; 
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et en y joignant respectivement 

q 2 -\-p 2 =. i , n* -f- m® = i , 
on aura deux systèmes d’équations , l’un en q 2 et p * , 
l’autre en n a et m 2 . Le premier système donne sur- 
le-champ , 

» fl 2 6 3 — 

^ a‘■'a 0 — a' 2 b 2 a' 2 (a 2 — 6 * ) * 

, q /a fl a — g a 6 a _ a 2 {a' 2 — 6 a ) 

^ a'^a"—a'*6 a a' a (a'— 6“ ) 


pour obtenir n a et m a , il suffit de changer a' en b' dans 
ces valeurs, et il vient 

a _ b 2 (a 2 — b ' 2 ) 

" b~)‘ 


m a 


a* (b' 2 —b* ) 
6' a ( a a _&*)* 


Cela posé , l’équation de condition (î^o) 


a a n<7 -f- b 2 mp = o 
revient à a 2 nqr= — Z> a mp, 

et en la quarrant, on obtient 


alrfq 2 = Wnfp*. 

Si l’on substitue dans cette dernière, les valeurs de n 2 , 
m 2 , q 2 } p a , on pourra effacer les dénominateurs - } car 
ils seront les mêmes danslea deux membres ; et on aura 

(a 2 —a' 1 ") (a 2 — b' 2 ) = (a' 2 —b 2 ) (b ' 2 —b 2 ). 

Développant, réduisant et décomposant en facteurs, 
il viendra 

(al — 64 ) _ ( a * _ 6») (a '» b' 2 ) = o ; 

puis supprimant le facteur commun a 2 — b 2 , on trou¬ 
vera enfin 

a'*+ b' 2 = a 8 -f- b 2 , ou OF # -t- ~ÔHz=. ITl +~ÔL. 


ûaû 
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Les expressions de a ' 2 et de b ' 2 , relatives à l’hy¬ 
perbole (141), conduisant aux (équations 

a' 2 a 2 q 2 —d i b 2 p 2 =i — a 2 b 2 , b' 2 a 2 n 2 — b' 2 b 2 m 2 =. a 2 b 2 , 
et l’équation de condition étant 

a 2 nq — b°mp— o , 

on voit qu’il‘suffira d’affecter b 2 et b' 2 du signe —, 
dans le calcul precedent, pour l’approprier au cas 
actuel, et qu’on en tirera par conséquent 

a ! 2 — b ' 2 =a 2 — b 2 , ou Ô~F— 0/7 = 57— 577* 

donc la somme des quarrés des demi-diamètres conju¬ 
gués dans l ellipse, ou leur différence dans l'hyperbole , 
est égalé à la somme des quarrés des demi-axes , ou à 
leur différence. 

f 1 47- Si on multiplie entre elles les expressions de 

a 2 et de b ' 2 dans l’ellipse, on obtiendra 


û '“ 6 '*=__ tÈL _ 

à'rf q 2 -{- ctfrrfp 2 -j- a 2 b 2 m 2 q 2 -f- b 1 m 2 p 2 * 

mais en quarrant l’equation a 2 nq + b 2 mp — o, il vient 

a'rfq' 4“ 2 .a 2 b 2 mnpq -f- b^m 2 p 2 =. o. 
ou . 

a*n % q % -\- b*m 2 p 2 —— 2 a 2 b a mnpq \ 

et avec cette valeur on fera disparaître le premier et le 
dernier terme du dénominateur de l’expression de a! 2 b' 2 y 
qui deviendra 


a*b*n*p* — a a 2 b 2 mnpq -f- a*b 2 m 2 q 2 
a 2 b 2 


prenant de ^art et d autre la racine quarrée, on aura 
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a'b' = ——— ou alb' (np — ma ) = ab. 
np—mq r 

Il est important de remarquer que la quantité np—mq 
n’est autre chose que le sinus de l’angle que font entre 
eux les deux diamètres conjugués OFetOHJig. 58; car Fi 8 - 58 ‘ 
n et m étant le sinus et le cosinus de l’angle FOI, q 
et p le sinus et le cosinus de l’angle HOI, la formule 

sin FOH = sin ( FOI -f HOI ) 

= sin FOI cos HOI -f- cos FOI sin HOI (i 1), 

donne 

sin FOH —np-*- mq , 

si l’on fait attention que l’angle HOI tombant au-des- 
, b*mp 

sous de l’axe II a un sinus négatif, q =- 

qu’il faut rendre positif dans cette formule , -et prendre 
par conséquent— q au lieu de -f-q : on aura donc 

a'b' sin FOH = ab. 

Il est facile de voir quesi du point F on abaisse sur OH 
la perpendiculaire FQ , on aura 

FQ = OFsin FOH — F sin FOH ; 

et que par conséquent l’aire du parallélogramme 

FH = OH X FQ = <£V sin FOH : 

on doit donc conclure de ce qui précède, que le rectangle 
formé sur les demi-axes a et b , ou 01 et OL , est égal 
au parallélogramme FH , formé sur les deux demi- 
diamètres conjugués OF et OH. 

+ . t 

On reconnaîtra que la même profuÉfc^alieu dans 
l’hyperbole, en formant de memfc-le prdRïït c /A b' a } mai* 
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ttg- 5g- il faudra prendre garde que dans la figure 5 9 , l’angle 
FO H = FOI — HO /. 

On déduit de là cette propriété remarquable : que 
[es parallélogrammes construits sur des diamètres coi* 
Jugués, soit de l'ellipse , soit de L'hyperbole , sont 
égaux au rectangle des axes , puisque ces parallélo¬ 
grammes, ainsi que le montrent les figures, sont com¬ 
poses de quatre autres parallélogrammes égaux, cha¬ 
cun, au quart du rectangle des axes. 

14S. Si on désigne par s le sinus de l’angle FOH, on 
aura l’équation 

dVs = ab , 

que l’on combinera avec 

a* 

dans l’ellipse, et avec 

a '*/jFV 1 — a* —b* 

dans 1 hyperbole, pour trouver les demi-axes a et b f 
lorsqu’on ne connaîtra que deux demi-diamètres con¬ 
jugues, et l’angle qu’ils font entre eux. Quand on aura 
les axes on arrivera facilement aux angles qu’ils font 
avec les diamètres conjugués, en se servant des expres¬ 
sions de q % t p* , m a , n a , rapportées dans le n° 146. Cet 
expressions donnent 

2! == n>_ _ b* (a* —**) 

P* a a (a /a — 6*)» m 4 ” 

et par 1 extraction de la racine quarrée, on parvient aux 
tangentes des angles HOI , FOI. 

Une remarque qui g e présente aisément, et que je 
ne dois pas omettre, c’est qu’il y a dans une ellipse 
quelconque deux diamètres conjugués égaux entre eux. 
En effet, «i&ns lesiquationg 
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. tt' 2 -h b ,SL z= a% + & a , a'b's =ab, 

on suppose a' = b\ t on en tire les valeurs 

, a 2 4 - b 2 ni 2 a& 

g 2 = ■ ■ ■ , s = ~r.= 3 , ~n» 

a g 2 g -f- 0 

qui font connaître la grandeur de Êfes diamètres et 
l’angle qu’ils comprennent entre eux. La supposition 
de g / = b' } dans les valeurs de </“, p a , n* et m*, rend 
égales la première et la troisième, la seconde et la 
quatrième ; on a donc tout ce qu’il faut pour déter¬ 
miner, par rapport aux axes, la position de ces dia- 
nièfres.. 

Lorsqu’on y rapporte liquation de l’ellipse, elle 
prend la forme 

t a -f- u a = a'*, 

et devient semblable à celle du cercle ; la seule diffé¬ 
rence qui subsiste est l’obliquité des coordonnées £ 
et u j aussi peut on construire Cette ellipse, en incli¬ 
nant les ordonnées du cercle sous l’angle que font les 
diamètres dont je parle : de là résulte un procédé assez 
simple pour tracer une ellipse par points, lorsque l’on 
connaît ses diamètres conjugués égaux. 

Je laisserai au lecteur le soin d’effectuer les cons¬ 
tructions des expressions rapportées ci— dessus. Ce que 
j^ai dit me paraît remplir le but que je m’étais pro¬ 
posé, savoir, de montrer comment on peut dtduire 
les principales propriétés des lignes du second degré , 
par une méthode vraiment analytique , et indépen¬ 
dante des constructions géométriques. 

i 49 * Ce n’est pas seulement en les rapportant à un 

axe des abscisses, par des ordonnées parallèles entre 

elles , comme on l’a vu jusqu’ici, que le- courbes 
peuvent être definies par des équations -, il est à propos 
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de remarquer que tout système de lignes, propre à 
déterminer les différens points d’une courbe , peut 
également en fournir une équation caractéristique. 

La relation * 

_ « a —ex ex 

a a * 

obtenue dans le n° i 3 o, entre le rayon vecteur FM= z, 
Fig. 5 a .fig. 52 , et l’abscisse OP = x , peut être considérée 
comme telle , par rapport à l’ellipse. On en déduit 
une construction très-simple de cette courbe ; car en 
se donnant x , on obtiendra par des lignes proportion¬ 
nelles la quantité , et retranchant cette quantité 

de a , on aura z ou FM • ensuite , du point F, comme 
centre, et d un rayon égal a FM , on décrira un arc 
de cercle qui coupera la perpendiculaire PM dans 
un point M appartenant à l’ellipse. Si l’abscisse tom¬ 
bait dans la partie O/' de l’axe, x devenant négatif, 

il viendrait pour ce cass = a-f-—, 
a 

Cette équation diffère des précédentes en ce que 
l’ordonnée, au lieu d’être constamment parallèle à une 
même droite, change sans cesse de direction, et n’est 
aseujétie qu’à passer par un point donné j aussi l’équa¬ 
tion z — a — ~ , quoique du premier degré, n’ap¬ 
partient plus à une ligne droite, comme lorsque ses 
coordonnées sont respectivement parallèles à des axes 
fixes. 

Dans le système que je considère maintenant, il est 
assez naturel de placer 1 origine des abscisses au point 
F, duquel partent les nouvelles ordonnées ou les 
rayons vecteur? , et de remplacer , en conséquence, 
OP ~ x par FP — x', ce qui donne 


x 
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-r ou OP — OF — FP — c — x\ 

et * = a-±=!Û = £=£+'£. 

a a a ' 

mettant £ a au lieu dea a —c a , on aura 

b 2 4 - ex' . 

z — - - -. *► 

a 

Enfin le plus souvent, on introduit l’angle IFM à 
la place de l’abscisse x ce qui se fait en observant 
que dans le triangle rectangle FMP on a 

FP — FM cos PFM, d’où x' = — s cos IFM (a 3 ) ; 
nommant donc <p l’angle IFM , on obtiendra 
6 a —czcostp b* 

z = -, OU ZS= -:-. 

a a c cos q> 

Cette dernière équation est d’un grand' usage dans 
l’application de l’analyse à l’Astronomie : on la nomme 
équation polaire , comme toutes celles dont les or¬ 
données partent d un même point qu’on appelle le 
pôle de la courbe. 


L’équation z ~ - 


, relative à l’hyperbole (i 3 a), 


étant soumise aux transformations précédentes, de¬ 
vient successivement 

c a — a 2 — cx r i 2 — ex' 


. a * a -f- c cos p* 

Dans la parabole, en faisant FM—z,fig. 54 , 
à cause que FM = Ç>ü/(i 34 ) , on a 

z — c ' -f- x ; 

Trigonométrie. 6 e édition. i 5 
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mais x représentant JP , il vient 


x= IF— F P ~c — x , 
d’où x = ac'—a/, 

z — zc r — zcos^, ouz =- — -. 

1 -J- cos <p 

, i 5 o. Les trois éqnations polaires obtenues ci-dessus 
peuvent se lier entre elles, en introduisant dans les 
deux premières, au lieu du second axe b , le para¬ 
mètre , d’après lequel on a b* —{ ap (137). Par cett* 
substitution, l’équation de l’ellipse, se changeant en 

« —_ iPP ÎP 

a-h c cos p c * 

1 -f- - cosô 
a 

devient celle de l’hyperbole, quand a est négatif etc>a 
(*) , celle de la parabole , quand on fait c=a et û, 
infini, cas où p r= 4c'. 


On peut encore faire - = e, ce qui donnera 


p = na(i — e a ) , z 


«0 

1 e cos ç>' 


Sous cette forme, on aura l’ellipse quand e < 1 , le 
cerde si er=o ; l’hyperbole, si e> ! , e t que a soit 
négatif ^ la parabole , si e= 1 , et que a soit infini. 

Enfin si l’on veut chasser a du résultat précédent, 
et le remplacer par la distance du sommet au foyer’ 
on emploiera la relation c=c— c'(i3 7 ) qui donne 


œ — a — c', d’où a 



<*) doit ctre pris alors pour le supplément de IFM 53. 
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_ __ c'O+e) ; 

1 -f" e cos q>' 

i5i. Les propriétés fondamentales de l’ellipse, de 
l'hyperbole et de la parabole , énoncées dans le n° 109, 
et qui ont lieu, soit par rapport aux axes, soit par 
rapport aux diamètres, se retrouvent «J^os les diffé¬ 
rentes courbes qui résultent de 1 intersection de la 
surface conique par un plan quelconque. En voici 
les démonstrations synthétiques. 

Soit AS B , Jig. 61 , un cône quelconque à base cir- Fig. 61 • 
culaire, c’est-à-dire le corps terminé par la surface 
qu engendre , en glissant sur la circonférence du cercle 

ACBD , une droite assujétie à.passer par lé pointé, 
dans toutes les positions quelle prend. i°. 11 est évident, 
que si l’on coupe ce cône par un plan quelconque CSD, 
mené par son sommet S , on obtiendra deux lignes 
droites qui répondent aux deux positions prises par 
la droite génératrice , lorsqu’el le est parvenue suc¬ 
cessivement aux points C et D , dans lesquels le plan 
CSD rencontre la circonférence ACBD. 2 0 . Si le plan 
coupant est A'CB'D', parallèle au plan de la base 
ACBD , la section sera un cercle , ainsi qu’il est aisé 
de s’en convaincre , en concevant qu’on ait mené par le 
point S et le centre de la base Y axe S O du cône pro¬ 
posé , et que l’on ait fait passer par cet axe deux plans 
quelconques AS B et CSD , dont les intersections res¬ 
pectives avec ACBD, X A'Cf lïD soient AB et A B , 

CD et CD' \ car on aura alors les triangles semblables 

COS t CO'S 

qui donneront 

co : co' :r so : SO\ 

et les triangles semblables A OS, A'O'S, qui donneront 

AO : A' o' :: so : so’-, 

i5.. 
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et puisque par construction AOz=zCO, on aura 

A'O'z^CO', 

ce qui prouve que tousles rayons de la section A C B D' 
sont égaux, qu’elle est par conséquent un cercle. 

Il est à propos d’observer que la surface du cône 
s’étend indéfiniment, soit au-dessous du plan de la base 
ACBD, soit au-dessus de son sommet S, puisque 
rien ne limite la longueur de la droite génératrice ; et 
il est aisé de séntir que la partie Sb du prolongement 
de la droite SG , décrit un second cône, placé dans 
une situation inverse du premier. 

i 5 a. Ces préliminaires étant posés, concevons que 
le plan coupant ne soit plus parallèle à la base ACBD 
du cône, mais qu’il rencontre cette base suivant une 
Fig.62.droite GH, fig- 6a; Rabaisse sur cette ligne, du 
centre O, la perpendiculaire OG , par laquelle je fais 
passer le plan triangulaire AS B. Il est visible que si le 
plan coupant rencontre en même temps les deux côtés 
SA et SB , et que par conséquent il n’entre point dans 
le cône supérieur aSB , la section IMI'm sera une 
courbe fermée ou rentrante en elle-meme. 

Cela posé, je mène, parallèlement à ACBD , deux 
plans EMFm, E'M'F*iri , qui rencontreront en même 
tesips le plan coupant IMI'm ’. les communes sections 
des deux premiers avec le troisième, représentées par 
Mm, M'm!, seront parallèles à GH, et par conséquent 
perpendiculaires aux lignes EF et EF', qui sont pa¬ 
rallèles entre elles , comme étant les communes sec¬ 
tions des plans EMFm, E'M'F'm! , par le plan ASB. 
Les courbes EMFm, EM'F'm' étant des circonfé¬ 
rences de cercle (n° précéd.) , on aura 

~PM=EP X FP, ’Ëm'z=EP' xËË'i 
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mais la ligne IV , commune section des plans AS B et 
JMl'm formant avec les lignes EF, E'F' et les côtés 
du cône les triangles EIP , E'IP', semblables entre 
eux, et les triangles F J'P, F'VP', aussi semblables 
eux, les deux premiers donneront 

EPf&P'::iP:iP',+ * 

et les deux autres, 

PP : F'p'- :: i'P : VP 

multipliant ces proportions par ordre , on aura 

£Px fp : üp vp'\ 

et substituant kEPxFPetWPxFF, leurs va¬ 
leurs ~PM et P^M 1 , on obtiendra 

. ~pm\ p'M* : : Tp x Tp : IP ' X 1P > 

proportion qui exprime la propriété caractéristique de 
l'ellipse, énoncée dans le n° 139. • 

1 53 . Il est à propos de remarquer que si le triangle 
SIV était semblable au triangle SAB , sans que laligne 
//' fût parallèle à AB , ce qui aurait lieu si l’angle SIV 
était égal à SAB , alors 5/7 le serait à SBA , les trian¬ 
gles EPI et F VP, devenant aussi semblables entre eux, 
comme les précédens, donneraient 

EP : vp ::ip:fp, ou ~ëp x ~fp = vp x lP\ 

et parce que dans le cercle EMFm on a 
~PM % -=.JEP x ~FP, 

on aurait aussi 

PM = /'PxTP 

La section IMIm' serait donc olle-même un cercle dan» 
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ce cas, si les ordonnées iWétaient perpendiculaires an 
diamètre II'-, mais pour que cette dernière condition 
«oit remplie, il faut que la commune section GH du 
plan coupant et de la base du cône, soit perpendiculaire 
à-la-fois sur la droite GA et sur la droite G/, c’est- 
à-dire ,,qu’elle soit perpendiculaire au triangle SAB 
mene par 1 axe , et que par conséquent celui-ci soit lui- 
même perpendiculaire au plan de la base du cône et au 
plan coupant. Lorsque ces circonstances se rencontrent 
ensemble , le plan coupant est dit antiparallèle à celui 
de la base ; et il en résulte que dans un cône à base cir¬ 
culaire, la sectiou antiparallèle à cette base est un 
cercle, de même que la section parallèle. 

i 54 - Si le plan coupant était, par rapport aux côté» 
Fig. 63 . du cône , dansla situation que représente la figure 63 , 
c’est-à-dire qu’il pût rencontrer en même temps les 
deux cônes opposés , il formerait dans chaque cône une 
courbe infinie, puisqu’une fois entré dans le' cône , 
ce plan ne saurait plus en être dégagé. Les deux cônes 
opposés ne formant, à proprement parler, qu’une seule 
surface, les deux courbes KIk et K'J'k' doivent être 
regardées comme n’en composant qu’une seule. Il est 
facile de reconnaître déjà une ressemblance marquée 
entre cette courbe et 1 hyperbole j mais pour prouver 
leur identité, il faut de plus retrouver dans la pre¬ 
mière une des propriétés caractéristiques de la seconde. 
En supposant que Je plan ASB soit déterminé comme 
dan* le numéro i 52 , qu’on ait mené le plan EMFm 
parallèle à ACBD, et tiré les droites II' , Mm, M'm\ 
qui sont les communes sections du plan coupantavec 
les trois plans ASB, EMFrp,, ACBD , on comparera 
les triangles EIP , AIP' } qui donneront 


ep : ap' :i ip: ip\ 
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et les triangles semblables FI'P , BI'P', qui donneront 

fp : bp' :: : VP'-, 

multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra 

1p xTp :7F xTF- 

mais à cause que* les sections EMFrn et ACBD sont 
des cercles, dont les diamètres EF et AB sont per¬ 
pendiculaires aux lignes Mm et M'm , par construc¬ 
tion , on aura 

EP X FP = PM\ AP 7 X Bp == P'M' ] 
et par conséquent 

pm \: Fm'W / 7 x Tp : IF x TF, 

proportion dans laquelle se trouve exprimée la propriété 
caractéristique de l’hyperbole , énoncée dans le n°i 3 g. 

i 55 . Il me reste encore à examiner le cas où le plan 
coupant serait parallèle à l’un des côtés du cône , ainsi 
que le montre la figure 64. Il ne pourrait alors rencon-Fig. 
trer qu’un seul des deux cônes.ôpposés-, mais il ne s’en 
dégagerait jamais , ensorte que la section MIm serait 
une courbe ouverte et infinie , comme la parabole , 
avec laquelle je vais prouver qu’elle est identique. Les 
plans ASB , EMFm, ACBD , étant menés dans les 
mêmes conditions que ci-dessus , le parallélisme des 
lignes IP' et SB , donne 

FP = BP* ; 

d’un autre côté , les triangles EIP , AIP', étant sem¬ 
blables, conduisent à 

EP : AP' :: tp : ip' ; 

multipliant l’un des termes du premier rapport par FP, 
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l’autre par BP' t il viendra 

ep x fp : ap' xJïp':: jp : jp f ; 

mais dans les cercles EMFm et ACBD, on a toujours 

Pm‘=ËPXFP, F^m'LÂFxËP 7 : 
on aura donc • 

PM : P'M' z z IP : IP' 

proportion qui n’est que l’expression delapropriété ca¬ 
ractéristique de la parabole , énoncée dans le n° i3q. 

i 56 . Les circonstances dans lesquelles les lignes du 
second degré changent de nature , peuvent aussi se voir 
dans le cône. En effet, si le plan coupant passe par le 
sommet, sans entrer dans le cône , la section se ré¬ 
duit à un point qui correspond à celui qu’on a re¬ 
marqué dans le n° nG. 

Quand le plan coupant, passant toujours par le som- 
met, entre dans le cône , on a deux lignes droites;et 
si^ on écarté ensuite le plan coupant du sommet du 
cône, en faisant mouvoir ce plan parallèlement à.lui- 
même , on obtiendra une suite .d’hyperboles , ayant 
pour asymptotes les droites ci-dessus, rapportées, ou 
projetée ?^sur le plan de la courbe, par des perpen¬ 
diculaires à ce plan (n8et ia8). 

Enfin quand le plan coupant est parallèle au côté 
du cône, s’il passe par le sommet , il ne fait plus 
que toucher le cône suivant une ligne droite , mais 
qu’on doit regarder comme double ; car elle est la 
réunion des deux parties de la parabole , qui s’appro¬ 
chent sans cesse par le rétrécissement que subit cette 
courbe, à mesure que le plan coupant s’approche de 
son contact aveô le cône (119 et ia8). 

D un autre cote , plus on éloigne du sommet du 
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cône, mais toujours parallèlement à son côté, le plan 
coupant, plus la parabole s’ouvre ou s’élargit vers son 
sommet, et tend par conséquent à s’approcher de la 
ligne élevée par te point, perpendiculairement à son 
axe. 

157. Je vais examiner à présent les propriétés des 
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes 
du second degré. Pour suivre la méthode que j’ai em¬ 
ployée à l’égard du cercle en particulier (io 5 ) , on 
prendra l’équation 

y — A {pc — et) t 

qui appartient à la droite passant par le point dont les 
coordonnées sont* et jS, et faisant avec l’axe des abs¬ 
cisses un angle dont la tangente trigonométriqué est A', 
onia combinera avec l’équation y % = mx -}- nx a , qui 
rentre dansât' 2 -f- C11* — Efu' = o (128), et qui 
comprend par conséquent les trois courbes du second 
degré. En faisant, comme dans le n° io 5 , 

*)* + (y — 0) r = z > 



__ 

v 1 -M 2 

et posant pour abréger - , . 

y 1 “H A 

x ~ a. -f* A'z , y = /3 -f- A' Az \, 

substituant ces valeurs dans l'équation y —mx -1- nx a > 
on obtiendra cette transformée 

^AA'z+A‘A'^{ + Jvi 

Passant tous les termes dans un seul membre, et ordon- 
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nant par rapport à z, on trouvera 
( A *'- n )4' 2 z i +(0A—±m—nu)2A'z+fc 2 —mci—n* !1 —o t 

ce qui revient à 

z* -4- ^ 4 ~>—nct) a'—mcL-n*.' 

(A* — n )'A' + (A* — n)A'*~~°' 

Dans cette équation, l’inconnue z représente la dis- 
5-65. tance EM,fig. 65 , entre le point donné E y et l’un 
des points d’intersection M et M' de la droite proposée 
EM , avec la courbe AC; par le moyen de sa valeur 
on parviendra facilement à celles des cpordonnées de 
cette intersection. 

Il est évident, par ce qui précède, qu’une ligna 
droite ne saurait rencontrer en plus de deux points 
une courbe du second degré. 

i58. En raisonnant ici comme pour le cas du cercle* 
(107) , on verra que les deux valeurs de 2, doivent 
devenir égales lorsque la ligne proposée ne fait plus 
que toucher la courbe, comme en N, parce que les 
points M et M' se rapprochent de plus en plus, à 
mesure que la ligne EM s’approche de EN. La diffé¬ 
rence des deux valeurs de z comprises dans la formule 


r — — gg 1 . M 

{A* — n ) A'~V V 
étant exprimée par 


(A* — ri)Â‘ 


A* —ma 


XA*—n)A h 


a t / f M—ïn — ncty P—met — n*.* ’ 

V \ (A*—n)A' ) (A 2 —n)A'* * 

et donnant toujours la longueur de la corde MM', de¬ 
vient nulle lorsque les points M et M' coïncident, et 
fournit par conséquent, pour le point de contact N* 
l’équation 

ïtz » H* W g V_jS 2 — met — n 

V U 5 — n ) A' ) (A*—n\d r * 


-==0 CO- 
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En la développant, A'* disparaîtra comme diviseur 
commun à tous les termes, et la résultante sera l’équa¬ 
tion qui doit donner A , et^aire connaître par consé¬ 
quent la position de la droite EN , menée par le 
point E , tangentiellement à la courbe AC. 

Ne voulant considérer que les cas les plus simples , 
je supposerai que le point E soit pris sur 1 axe des 
abscisses AP , fig. 66 ; il résultera de là /3= o, et Fig. 66. 
( >+ na.y ma. -f nat a __ q 
{A 2 — ny A *— n ’ 
équation qui se réduit, après le développement, à 
l m a -f- mciA*-{- jia 2 A % = o , 

et donne 


\/— mu — nA x 

Cette expression se présente sous une forme imaginaire, 
mais elle peut devenir réelle par les valeurs particulières 
que recevront les quantités m , n et ce, et cela arrive 
pour tous les cas où la position du point E et la nature 
de la courbe, permettent de lui mener une tangente 
par ce point. 

j5q. Il y a encore un cas dans lequel la condition 
de contingence se simplifie beaucoup, c’est celui où 
le point donné étant sur la courbe même , se confond 
avec le point de contact. En effet, si le point E passe 
en 31, Jig. 65 , il y aura alors entre a et Æ la même Fig. 65. 
relation qu’entre x et y , sur la courbe AC , c’est-à- 
dire que 

P — met-h net* ou £*—met— tia'—q : 
ce qui réduira l’équation (î) à la suivante : 

9>A — — net = o, 
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Telle est 1 expression de la tangente de l’angle que 
doit faire avec 1 axe des abscisses, la droite TM , pour 
toucher la courbe AC. 

La position de cette droite serait donnée d’une ma¬ 
nière plus commode, si l'on en connaissait un second 
point ; et celui qui s’olfre le plus naturellement, est le 
point T y ou elle rencontre l’axe des abscisses , et pour 
lequel^ = o , dans l’équation^ — 0 =zA{x — et) (85). 
Il résulte de là 

— A (x —at) et x — et — —— • 

A 

la quantité x — a étant la différence des abscisses des 
points M et T y désigne la portion PT de l’axe AB: 
mettant donc pour A sa valeur, on aura 



La ligne PT se nomme la soutangente ; et lors¬ 
qu’elle est construite, on obtient la tangente, enjoi¬ 
gnant le point M et le perint T par une droite. 

160 . Pour connaître l’expression de la soutangente 
dans chacune des courbes du second degré en parti¬ 
culier , il suffit de comparer successivement les équa¬ 
tions. 

y'=P I ~Ta X '' y=p'*+&. f=P*. 

avec 1 équation y 9 - = mr + n.r 9 . En observant comme 
ci-dessus, q ue et et désignant les coordonnées du point 
de contact situé sur la courbe, ont entre eux les mêmes 
relation? que x et y, et substituant en conséquence pour 

c*) Dans la figure, P Test la somme des lignes AT et AP, parce 
qncl abscisse A Tàu point Test négative par rapport à l’abscisse AP 
du point M (76}. 
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jga sa valeur, on trouvera, par la première équation, 

appartenant à 1 ellipse ,• 

• p nrrt cap nnet — et 1 

,n=p, n=--,d —5TT* 

par la seconde, appartenant à l’hyperbole , 

P « , rr , o-afr _aact-j-a* _ 

<* + * ’ 

par la troisième enfin , appartenant à la parabole, 
m-=p, n = o, d’o ùPT= -— = 2 *" 

Cette dernière expression , la plus simple des trois , 
fait voir que dans la parabole , la soutangente est 
double de l'abscisse. Le signe —qui l’affecte, ainsique 
les autres, montre quelle doit être prise sur l’axe AB , 
à partir du point P , vers le côté^où se portent les x 
négatifs - , mais comme la forme des courbes indique suf¬ 
fisamment de quel côté doit tomber la soutangente, je 
ferai désormais abstraction du signe de son expression. 

La construction des premières ‘expressions n offre 
pas beaucoup plus de difficulté : on a pour 1 ellipse 

2 aet — a*_ 

a —a :2a —a :: a . ———— — 7 1 > 


pour l’hyperbole 

. . 2a*-f“ 2 _ DT ,. 

a+* : 20+ * . ~^J^T ~ F1 ' ( 

ainsi, tout se réduit à trouver des quatrièmes propor¬ 
tionnelles. 

Il est bien remarquable que le second axe b n’entre 
point dans ces expressions j il en résulte que pour une 
même abscisse, la soutangente est la même dans toutes 
] es ellipses qui ont le même grand axe, et qu il en 
arr ive autant aux hyperboles. L’ellipse se changeant 
en cercle lorsque b = a , on peut mener la tangente a 
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la première de ces courbes par le moyen de celle de 
Fig. 56.1a seconde; car si l’on prolonge l’ordonnée pm, fig. 56, 
jusqu’à la rencontre du cercle déciÿt sur le grand axe, 
et qu’on tire la droite nT tangente à ce dernier, au 
point zi, la soutangente pT conviendra aussi, d’après 
ce qui précède , au point m de l’ellipse, dont la tan¬ 
gente s’obtiendra par conséquent en joignant le point T 
et le point m. On aurait une construction semblable 
pour les hyperboles quelconques, en partant des sou- 
tangentes de l’hyperbole équilatère ( 128 ). 

161 . Quand on a la soutangente , il est facile d’en 
déduire les expressions de la tangente , de la jou- 
normale et de la normale : ce sont les noms qu’on 
Fig. 65. donne aux lignes TM, PR et MR,fig. 65. La première 
est la portion de la tangente comprise entre le point de 
contact et l’axe des abscisses ; la seconde est la partie 
de l'axe des abscisses comprise entre le pied de l’or¬ 
donnée PM et le point R, où une droite menée perpen¬ 
diculairement à la tangente par le point M, rencontre 
cet axe; enfin la troisième est la longueur même de 
cette perpendiculaire, mesurée depuis le point M jus¬ 
qu’à l’axe des abscisses. 

i°. Par le triangle TMP , rectangle en P , on a 
MT— V PM *-4- PT* 

2 °. Les triangles PMT, PMR, semblables entre eux 
comme étant formés parla perpendiculaire PM, abaissee 
de l’angle droit du triangle TMR , rectangle en M, 
donneront 

PT : pm :: pm : pr , d’où pr = 

5°. Il résulte du triangle MPR ', rectangle en P, 

mr^Vpm+pr. 
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Il est visible que ces formules conviennent à toutes 
les courbes, et que pour les appliquer à l'ellipse , par 
exemple , il faut mettre dans la première et dans la 
seconde , au lieu de PM et de PT, les valeurs relatives 
à cette courbe , puis avec la valeur qu'on obtiendra 
pour PR et celle de PM , on formera.celle de MR ; 
il faudra opérer'de même par rapport à l’hyperbole et 
à la parabole. Je me bornerai à rapporter ici les résul¬ 
tats de ces substitutions, qui n’ont par elles-mêmes 
aucune difficulté. Pour l’ellipse 

PT=~^, MT=sJ — ) 

PR — ~i C°—“)> MR= y/—(sa*—J, (« — «)*» 

pour l’hyperbole 

a -f- a. * V « aV \ a + «/ 

PR~ -f- ^ (a-f-et) 2 , 

pour la parabole 

PT=2A, MT=V'p& -f- 4* a , 

PR=±p, jtf/fcVpa+ip'- 

On obtient des résultats un peu plus simples, à l’égard 
des deux premières courbes , lorsqu’on compte les abs¬ 
cisses à partir du centre, ce qu’on ne peut faire pour la 
troisième , qui en est dépourvue ( 128 ). Pour parvenir à 
ces résultats, il suffit de faire a— et!, dans l’ellipse , 
et*=*'— a dans l’hyperbole (i 37 ) ; sera la nou¬ 
velle abscisse prise à partir du centre : ces substitutions 
et les réductions qui s’ensuivent étant effectuées, il 
viendra pour l’ellipse , 
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pour l’hyperbole, 


pr=", M T={ /^ a . )+ (^-s:y 

PR =%)+--'■ 

162 . Quelqu’élégante que doive paraître la méthode 
employée ci-dessus, pour mener les tangentes aux 
courbes du second degré , je crois ne pas devoir passer 
sous silence les solutions synthétiques que les Anciens 
ont données de ce‘problème, et je vais les exposer 
succinctement. 

Fig. 5a. ,°. Par le point M, pris sur l’ellipse, fig. 52, on mènera 
les deux rayons vecteurs FM et F'M\ on prolongera 
l'un d’eux , FM par exemple , d’une quantité MG 
égale à FM\ on tirera ensuite FG ’ et la droite MII 
perpendiculaire sur le milieu de FG , sera tangente an 
point M j car elle n aura que ce point de commun avec 
la courbe. En effet, si l’on prend un autre point quel¬ 
conque N sur cette droite, et qu’on tire les droites FN 

F'N, on aura 

FN + NG>F'G, 

ce qui revient à 

FN+ FN > F'M -f FM> //' ; 

car par la construction MG = FM , N G = FN\ et 
comme il est aisé de voir que pour les points placés 
au-dedans de 1 ellipse, la somme des distances à chacun 

des 
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des foyers est moindre que le grand axe, il suit de 
ce qui précède que le point N est hors de l'ellipse, 
puisque la somme de ses rayoï^vecteurs est plus grande 
que l’axe II'. 

Cette construction montre aussi que les angles F MH, 

F'MN, formés par les rayons vecteurs et la tangente , 
sont égaux, et que la normale au point M , diviserait 
en deux parties égales l’angle FMF'. 

2 °. Lorsque le point proposé M est sur l’hyperbole, 
fig. 53, il faut porter le plus petit rayon vecteur FM , Fig. 53, 
sur le plus grand F'M, et non pas sur son prolonge¬ 
ment ; achevant la construction comme ci-dessus, on 
aura pour ce cas 

F'N< F'G -f- NG < F'G + FN, 

d’où il suit 

F'N — FN < F' G < F'M — FM , 

ce qui prouve que le point N n’est pas sur l’hyperbole. 

Il n’est pas placé dans l’intérieur de cette courbe, car 
il faudrait, pour que cela fût, que la différence des 
distances à chacun des foyers surpassât le grand axe. 

En çffet, si on tire F'm , on a 

F'm — Fin = F'm -f- Mm — FM, 
et comme F'm-\- Mm surpasse F'M , il s’ensuit 
F'm — Fm > F'M — FM. 

L’égalité des angles FM H et F'MH, ou RMN, ré¬ 
sulte encore de cette construction. 

3 °. Lorsque le point M est sur une parabole,^. 54, Fig. 54- 
il n’y a plus qu’un rayon vecteur, mais l’autre est rem¬ 
placé par la droite QM parallèle à l’axe IB , et le point 
Ç tient lieu du point G, puisque QM=FM. Considé¬ 
rant ensuite un point A r placé avant ou après le contact. 
Trigonométrie. 6 * édition. 16 
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on a en meme temps QN et FN > ON ; le point A' 

est donc hors de la courbe. 

De la construction ci-dessus on déduit l'égalité des 
angles FM H , QMH• et il faut observer que le dernier 
est égal à N ME , formé par la tangente et la droite 
ME parallèle à l’axe IB. 

Si on appliquait le calcul à ces constructions, on 
trouverait les résultats obtenus dans Je numéro pré¬ 
cédent. 

i63. La considération des tangentes de l’hyperbole 
conduit à une particularité très-remarquable, de la¬ 
quelle il résulte que quoique son cours s’étende à l'in¬ 
fini, chacune de ses branches demeure, néanmoins tou¬ 
jours renfermée entre les côtés d’un certain angle, 
sans pouvoir jamais les atteindre, ainsi cpi’on le voit 
dans la fig. 67. Cette circonstance, qui s’est présentée 
d’une autre manière dans lé n° 118 , se retrouve en¬ 
core en observant la marche de la soutangente P T, à 
mesure que le point de contact M s’avance sur la courbe 
et s’éloigne du point /, ou, ce qui est la meme chose, 
a mesure que l’abscisse OP augmente. En désignant 

OP par *, on a (, 6 i) PT~£ — . “‘ et conima 

X ’ 

OTz=. OP — PT , il vient 



On voit évidemment parce résultat que plus x croît 
plus 07’diminue, et plus le point T s’approche du 
point O, qu il ne peut cependant jamais atteindre, 
puisqu une fraction ne peut jamais devenir absolument 
nulle, tant que son numérateur ne s’anéantit pas • l e 
point O doit donc être regardé comme la limite vers 
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laquelle le point T tend sans cesse par le progrès de 
l’abscisse. Il faut examiner maintenant les changement 
qu’éprouve, dans les même^ circonstances, l’angle 
MTP qui détermine la situation de la tangente par 
rapport à l’axe des abscisses. La tangente trigonomé- 
trique de cet angle a pour expression 


MP __ 
PT 


bx 

a \/ x* — a a 


(3o), 


et prenant la forme---- lorsqu’on divise ses 

/ a a 

a V 1 P 

deux termes par x , elle tend nécessairement vers la 
quantité - à mesure que la fraction ^ diminue , ou 

à mesure que x augmente; l’angle MTP ne peut 
donc diminuer indéfiniment, et la limite qu'il ne sau¬ 
rait atteindre, mais dont il s’approche sans cesse, est 

l’angle EOl , dont la tangente trigonométrique est - ; 

l’hyperbole ne peut donc jamais parvenir à toucher la 
ligne EO , quelque prolongées qu’on les suppose l’une 
et l’autre. 

Pour construire l’angle EOI , il faut prendre sur 
l’axe JJ' une abscisse à volonté, le demi-axe O/, 
par-exemple; et le triangle rectangle EOJ donnant 
EJ= OJtangjEO/, on aura 


El = 0/ X ^ 2 = ^ , 

a 


puisque OJ—a. Élevant donc au point / la perpen¬ 
diculaire El =6, la droite OE , quiioindra les points 
O et E, sera la limite de toutes les tangentes de la 
branche JK de l’hyperbole : j’ai déjà dit que cette 

l6.. 
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limite se nomme asymptote. Il est évident qu’il en 
existe une seconde, Oe, placée au-dessous de l’axe II' , 
faisant avec cet axe le même angle que la première, et 
servant de limite aux tangentes de la branche Ik. 

164 . Il ne sera pas inutile de montrer comment on 
passe de l’équation de l’hyperbole relative à ses axes , 
a celle qui a lieu par rapport aux asymptotes. Pour cela, 
que l’on mène par le point M , parallèlement à l’asymp— 
ptote Oe, une nouvelle ordonnée QM, et que l’on 
fasse QO — t, QM = u- } l’angle EQI compris entre 
l’axe des t, QO, et celui des x , II', aura évident- 

or je 

ment pour cosinus pour sinus Qg, et comme 


OI —a, IE=zb, OEz=^J OÎ+lÊ—y/ 

il en résultera (122), 

m = _ b _ __ b _ 

V~à?+ü L ! 71 T, y/'tf + b* 

Considérant ensuite l’axe des u, Oe, on trouvera 

r\r OI r I e 

cos eO/ = — sineO/ = — ; 

Oe Oe * 

«t comme Oe = OE, le = — IE, il viendra 

a — b 

P [/cf+b** • ^ V^a a + b À * 


et par les formules générales 


x = mt •+- pu, 
on obtiendra 

__ <i(t " 4 - û) 

x ~~ y u* * 


y = nt -f qu , 

„ bQ — u) 

V + V- 
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Substituant ces valeurs dans l’équation 


i a x a — d'y* = a a £ 3 , 

4 

elle se changera , après les réductions, en 


—— i » ou tu = j (a a + £*)• 


Cette dernière équation, semblable à la transformée 
de la p^ge 174, met bien en évidence la propriété 
dont jouissent les asymptotes j car on en tire 


7 (n 3 -1- 


ou 



ce qui montre que l’ordonnée QM va toujours en di¬ 
minuant à mesure que le point Q s’éloigne du point O, 
mais qu’elle ne peut jamais devenir nulle. 

Lorsque l’hyperbole proposée est équilatère (128), 
b— ci) la tangente de l’angle EOI , exprimée par -, 

se réduit alors à 1 ; chaque asymptote fait par consé¬ 
quent avec l’axe IV un angle égal à o «,5 , et les deux 
comprennent entre elles un angle droit. L’équation 
tu = i(a* + 6 a ) devenant tu = X> montre que le 
produit des coordonnées t et u est alors égal à la moitié 
du quarré du demi-axe transverse OI. 

Il est à propos de remarquer que si l’on mène par le 
point J le» droites ID et Id t respectivement parallèle» 
à Oe et à OE, on formera un losange dont les côté» 
ID et Id seront, par rapport aux asymptotes, les 
coordonnées du point I situé sur l’axe ; on aura par 
conséquent 


IDX Id = JD = i(û* -f- £“)> 
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d'où on tirera 

JD =-[/ci* + b\ 

et en général 

QOX QM= T5* 

Dans le cas de l’hyperbole équilatère , le losange DA 
devient un quarré, puisque l’angle DO A est droit. 

Le quarré JD, équivalant au quart de la somme des 
quarrés des demi-axes de l’hyperbole, est ce que les 
anciens géomètres désignaient sous le nom de puissance 
de l’hyperbole. 

i65. 11 est visible que si l’on prolonge les lignes MP 
et PM', ordonnées relatives à l’axe //', jusqu’à la ren¬ 
contre des asymptotes OE et Oe, les parties MR et 
M'K de ces ordonnées, interceptées entre chaque 
branche de courbe et son asymptote, sont égales entre 
elles : la même propriété a lieu par rapport %.une droite 
quelconque, menée par un point quelconque de l’hy¬ 
perbole. Si l’on tire, par exemple, MN', on aura 
GM — G'N', quelque position qu’ait MN'. Pour s’en 
convaincre, on commencera par observer que 


PR = PR' = 


bx 

a 


MR —PR — PM = — 

MR' = PR! 4- PM = - (x + \/^ — ), 

MR X MR' — b\ 


On mènera ensuite par le point N', la droite SS' pa¬ 
rallèle à MM' ; les triangles semblables RMG, SN'G , 
donneront 
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GM : GN' :: MR : N'S-, 

les triangles semblables G'N'S* et R'MG', donneront 

GM : G'N' :: mr' : N'S'-, 

multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra 

GMxG'M: GN' x G'N' : : mr x mr' : N' s x N'S' -, 

et comme en vertu de ce qui précède , on a 

MR X MR' =.b\ N'S X N'S' = b\ 

pn en conclura 

GM x GM — GN' X G N'. 

Mettant à la place de GM et de GN', leurs valeurs 
C'y 4 - MN', GM + MN', faisant les réductions qui 
se présentent après les multiplications indiqaées, on 
aura enfin 

GM X MN' := G'N' x MN', ou GM — G'iVT . 

166. Avec le secours de la propriété qui vient d’être 
démontrée, on décrit bien simplement l’hyperbole par 
points, lorsqu’on a les asymptotes et un seul point M. 
On tire par ce point un très-grand nombre de droites 
comme MN' , on prend la partie GM comprise entre 
le point M et l’asymptote qui en est la plus voisine, 
pour la porter de G en N', ce qui donne un nouveau 
point N' de la courbe cherchée. 

Quand on aies asymptotes, on trouve la direction 
de l’axe II' en divisant en deux parties égales l’angle 
qu’elles forment ; et comme la tangente de 1 angle 
j? O J donne le rapport des demi—axes a et b (i63) , il 
est aisé de déterminer ces quantités dès qu’on connaît un 
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pointde l'hyperbole. L’équation P M ( OP* — a*) 

donne sur-le-champ a 2 = ~ } en repré¬ 

sentant par A la quantité -. 

167. Outre l’hyperbole dont les branches sont KIk 
et K I li , les lignes OS et' OS' comprennent encore 
une autre hyperbole HUi, H' L'h’, décrite dans les 
deux autres angles que forment.ces droites, de ma¬ 
nière que l’axe transverse //' de. la première est le 
second axe de la deuxième, qui a pour axe trans¬ 
verse LL' , second axe de la première. La relation 
qu ont entre elles ces deux courbes, les a fait nommer 
hyperboles conjuguées ; elles ont meme puissance , et 
par conséquent, leur équation est la même à l’égard 
des asymptotes : seulement, l'angle de ces lignes , ou 
des coordonnées diffère de l’une à l’autre. 

168. On a vu par la forme de l’équation du cercle, 
qu il fallait trois points pour le déterminer : la même 
comidération s’applique à une courbe quelconque; et 
il est évident qu il faut en général autant de points 
que 1 équation de la courbe demandée renferme de 
coefliciens nécessaires. L’équation 

Jy' + Bxy + Car 2 + Dy -f Ex = F, 

qui appartient aux courbes du second degré en général, 
étant mise sous la forme 

+ bxy + ex 2 + dy + ex =/, 

ne contient plus que cinq coefliciens b , c, ci, e et/; 
il suffira donc de cinq points pour particulariser 1* 
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courbe du second degré qu’elle représente. En effet, 
si les coordonnées de ces points sont respectivement 


;}■ 




}• 


et" 1** et” 

V /’ F 



on formera les cinq équations suivantes : 

/S a -f- bat@ -h ca - 2 ■+■ df& -f- e<t — f* 

/S' a bet'(&' ■+- c#-'* -f- d&' + en' = f, 

/S" a -f- b* d" + c *"“ + dCi" ect" = f, 

/g" 1 -f- bct K i 8" -+- cà“ % -j- dâ m + est'" == f, 

/S"" a -f- b et"” est"" a 4- est""= /. 

N’ayant pour but que de démontrer la possibilité delà 
détermination des lettres b,c, d,e, f, et le nombre 
de conditions quelle exige , je ne m’arrêterai pas à 
effectuer les calculs qu’entraînerait cette opération , 
pour lesquels on peut consulter 1 ouvrage deM. Puissant, 
cité à la page i 56 , et où l’on trouvera sur ce sujet 
et sur ses applications, les détails les plus importans; 
je me bornerai à faire observer que ces équations 
peuvent devenir contradictoires entre elles dans cer¬ 
tains cas particuliers. S’il arrivait, par exemple , que 
trois des points donnés fussent en ligne droite, il ne 
serait pas possible de' faire passer une courbe du se¬ 
cond degré par ces points, puisqu’aucune courbe de ce 
degré ne peut avoir plus de deux points communs aveô 
une même droite (167). 

On conçoit que quand la courbe est donnée d’espèce 
et de position , il faut moins de conditions pour la dé¬ 
terminer. Par exemple, pour achever de particulariser 
une ellipse dont le centre et le grand axe sont donnés de 
position, on n’a besoin que de deux points; car 
on peut alors prendre ce centre pour l’origine des 
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coordonnées, et ce grand axe pour celui des abscisse?, 
et l’équation a*y a -f-Z> a .x J = aïb*, relative à ce cas , ne 
renferme que deux coefliciens, a, b , qui se déterminent 
par les équations 

a\ S a -f &** a = a*&», 
o 3 / 3 /a -j- Z> a * /a ==a 2 6 a . 

16g. J’ai démontré dans le numéro jZ , que l’équa¬ 
tion du second degre se construisait par le moyen 
d'une circonférence de cercle et d’une droite , et dans 
le numéro io 5 , que les deux racines étaient données 
par les deux intersections que peuvent avoir entre 
elles ces lignes, ensorte que l’on considérait l’équa¬ 
tion proposée comme résultant de l’élimination d’une 
inconnue entre deux équations à deux indéterminées , 
l’une appartenant à la droite , et l’autre au cercle ; si 
l’on généralise ce point-de-vue , on aura le moj'en de 
construire des équations d’un degré quelconque. 

En effet, si l’on a, par exemple, l’équation 
x 4 — /&\r a -f" c 3 x — & = o , 

qui peutreprésenter toute équation du quatrième de¬ 
gré , dont on a fait disparaître le second terme, il est 
permis de la supposer produite par l’élimination d’une 
inconnue y , entre deux équations du second degré , 
renfermant en même temps x et y , et appartenant 
par conséquent à deux courbes. Trouver ces équa¬ 
tions est un problème indéterminé, car il y a une 
infinité de systèmes d’équations qui peuvent conduire 
à la proposée; ou en prend donc une arbitrairement. 
Soit x 2 = py\ on aura 

x* = p u y 2 t > 

et substituant dans l’équation proposée , il viendra 
p'y* — b 2 py -f. c^x — cfi — o, 
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w a* c 3 d* 

r- - p y + ? x -? =0 - 

Il est aisé de reconnaître que cette équation appar¬ 
tient à une parabole (128) ; et pour la mettre sous 
la forme la plus simple, il suffit de faire disparaître 
le terme multiplié par y , ce qui s’effectuera en pre- 
, , b* 

nant y=zy + —• 

On aura, après la substitution , 
c 3 M + 

v a 4- — x — -= o ; 

J P 4P 

ce résultat peut s’écrire ainsi : 

montre que la parabole à laquelle il appartient, a 

c 3 

pour paramètre la quantité —, et que les abscisses 

comptées à partir de son sommet , sont égales à la 
M -4- 4d* , j 

différence entre la quantité —et les ordon¬ 
nées de la première parabole, dans laquelle x* — py- 
En effet, si l’on porte perpendiculairement à l’axe AB _ 
des abscisses , Jig. 68 , et du côté des ordonnées po-**S- 

b' À 

sitives, une distance AA’ = —, la droite A'B', me- 
ap 

n ée parallèlement à AB, sera l’axe à partir duquel 
on doit prendre les y . Le sommet de la parabole 
dont y' désigne l’ordonnée correspondant au point 

, , . . . + 

où Ion a y = o, ce qui arrive quand x — —^3— , 
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il faudra faire AD =. —> et a y ant «levé Dl à 

angle droit sur AB , le point / sera le sommet de la 
seconde parabole GIH , A'I en sera l’axe ; et connais¬ 
sant son paramètre , rien ne sera plus facile que de la 
construire par points, suivantle procédé du numéro i35, 
Quant à la première parabole EAF , donnée par l’é¬ 
quation x* -~py y il est visible qu’elle a son sommet à 
l’origine A des coordonnées , et pour axe celui des y, 
AC. Lorsqu’elle sera construite, les points M, M ', 
M", M m } où elle rencontrera la parabole GUI , au¬ 
ront des abscisses égales aux racines de l’équation 
proposée , puisqn’à ces points les valeurs de x satis¬ 
font en même temps aux deux équations 

~py , 

p'y* — b*py -h c i x — d+ =: o , 
desquelles résulte la proposée. 

La quantité p , introduite par l’équation de lapre- 
rnière parabole, demeurant indéterminée , peut, pour 
simplifier la construction , recevoir telle valeur qu’on 
voudra lui assigner, excepté zéro. 

Pour représenter le cas le plus général , j’ai disposé 
l’équation proposée et la figure, de manière que les 
deux courbes se rencontrassent en quatre points ; mais 
cette circonstance n’aura lieu qu’antant que l’équation 
proposée aura ses quatre racinesréelles. Si, par exemple, 
l’axe A'I de la parabole GIH tombait au-dessous de 
AB , ce qui arriverait si le terme b 2 py avait le signe + , 

puisqu’il faudrait faire alors y =y'— — t fl n ’y aurait 

que deux intersections au plus, car il est bien clair que 
la branche IH ne pourrait plus rencontrer la para- 


A LA GÉOMÉTRIE. 255 

bol e EAF dans certains cas même, la courbe G/// 
se trouvera toute entière au-dessous de EAF , et 
alors les racines de la proposée seront imaginaires. 

On voit au reste par cette construction , comme par 
la théorie des équations , que l’équation du quatrième 
degré ne peut avoir qu’un nombre pair de racines 
réelles, puisque les deux paraboles EAF et GJH ne 
peuvent se couper qu’en deux ou en quatre points. 

170. Il suit aussi de laque le cercle et la ligne droite 
ne se rencontrant pas en plus de deux .points, ne 
peuvent résoudre que des problèmes susceptibles d’être 
ramenés à des équations du second degré , et ne sau¬ 
raient par conséquent suffire pour ceux qui passent ce 
degré, tel» que les problèmes de la duplication du 
cube et de la trisection de l’angle , si fameux dans 
l’antiquité. 

Parle premier, il s’agit de trouver le côté d’un cube 
dont le volume soit double de celui d’un autre cube 
donné. Si a est le côté de celui-ci , et a: le côté de 
l’autre , on aura cette équation : 

x 8 = 2n 3 , ou x 3 — 2 a 3 = o. 

Pour la comparer à la proposée , il faut l’amener 
au quatrième degré , ce qui se fera eu la multipliant 
par x , et on aura 

x* — 2 a 3 x = o 

comparant avec x* — b*x* -(- c 3 x — &= o, il viendra 
6= o, c 3 =—aa 3 , d= o. 

Les équations des paraboles à .construire , seront par 
conséquent x'xzpy , y*= ~ x) et si l’on prend 

P 
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p = a, elles deviendront 

x 2 = ay y y 2 = zax : 


la seconde courbe aura un paramètre double de celui 
de la première. Ces courbes passeront toutes deux 
Fig. 6g. par l’origine A , fig. 69 , puisqu’on aura x = o, 
y— o, dans l’une et dans l’autre en même tempsj 
elles s’y couperont , et cette intersection donnerax=o, 
racine qui vient du facteur introduit pour élever au 
quatrième degré de l’équation à construire. La ligure 
montre que l’on ne peut avoir en outre qu’une seule 
racine réelle AP -, et en effet, on a vu , dans les Élé- 
mens d'Algèbre, que l’équation x s — 2a 1 = o , n’en a 
pas davantage. 

171. Le problème de la trisection de l’angle a pour 
objet de partager un angle ou un arc en trois parties 
égales , ce qui s’effectuerait sans peine , si, connaissant 
la corde ouïe sinus d’un arc, on obtenait la corde ou 
le sinus de son tiers. Cette question n’est qu’un cas 
particulier de la théorie de la rfiultisection des angles, 
que je ne saurais exposer ici, mais dont on trouvera 
les bases dans l’introduction au Traité du calcul 
différentiel et du Calcul intégral; elle se met en 
équation par le moyen des formules du numéro 11 f 
qui donnent 


cos 3 A — 


4 cos A 3 — 3 /î a cos A 
H“ ' 


Si l’on regarde cos "5A comme donné, et que l’on prenne 
cos A pour l’inconnue , on aura, en faisant cos 3 A—a 
et cos A = ^ > ce *te équation : 
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qui, étant multipliée par x et comparée à l’équation 
x* — b*x* -f- c 3 x — o, 

donnera ^ 

b* = ZR*, c 3 = —&= o. 

On aura encore ici une intersection au point A 
correspondant à la racine x = o, et les trois autres 
points d’intersection donneront les trois racines de 
l’équation 

x 3 — 3 T?x—\R'a = o. 

Il semble au premier coup-d’œil qu’on ne devrait 
avoir qu’une racine réelle , et qu’il n’y a qu’une seule 
manière d# partager un arc en trois parties égales ; mais 
en y réfléchissant avec un peu d’attention, on recon¬ 
naît qu’il y a trois arcs qui doivent satisfaire à la ques¬ 
tion proposée , car les arcs 3 A , stt -+- 3 A , /pr + 3 ^/ , 
qui ont le même cosinus (aO), étant divisés par 0, 
donnent les valeurs 

x=cos A t x = cosC^*- -J- A~) , x — cos( f -f- A') , 

essentiellement différentes (*). On ne peut en avoir 
d’autres, parce que les arcs + 5 A , 8tt -f- 3 A , etc. 
qui ont encore le meme cosinus que A, étant divisés 
par 3 , conduisent aux arcs qît-J -A, av t+^v+A, etc. 

et que 

C0S(2-V+^)=C0S^, C 0 S( 2 T-J-f’W+^) == C 08 (|W-f->^) , 
etc. 

172. Avant que les méthodes d’approximation eussent 
atteint le degré de perfection où elles sont portées au- 


(*) L’équation ci-desWK tombe en effet dans le cas irréductible • 
( Voyez le Complément des Elément <f Algèbre ) 
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jourd’hui, les géomètres s’appliquaient beaucoup à 
la construction des équations, et faisaient tous leurs 
efforts pour l’effectuer par les courbes les plus simples, 
ou les plus faciles à décrire. C’est ainsi que Halley 
donna une méthode pour construire les équations du 
troisième et du quatrième degré par le cercle et la 
parabole ; et cette méthode a quelque avantage sur 
celle du numéro 169, en ce que le cercle qui remplace 
une des paraboles, se trace par un mouvement continu : 
mais le peu d’usage que l’on fait à présent des cons¬ 
tructions, dispense des détails à cet égard, je n’en 
indiquerai en conséquence que l’esprit. 

En posant l’équation d’une parabole, sogs la forme 
x a = tny, et l’équation générale du cercle 

(* — P Y-\-(y — qY= r" (94), 

si l’on développe cette dernière, et que l’on en chasse^’ 

JC* 

par sa valeur —, tirée de la première, on obtiendra 
l’équation 

x 4 — m(y.q — m)x* — zirfpx —(r* — p a — q a )m*=z o , 
semblable à l’équation à construire 

x 4 —è a x a -j- c*x—&■= o j 

et l’on aura, pour déterminer les quatre quantités 
inconnues m, p } q et r, les trois équations 

b* = m (2 q — m) , 

c 3 — — a m a p, 

dA = ( r » — p a — 9 a )m* : 

on pourra par conséquent disposer de l’une de ce9 
quantités pour simplilier les calculs. 

Si 


A LA GÉOMÉTRIE. 207 

Si l’on fait, par exemple , m=s b , il viendra 

c 3 S 

ç = S >P =--,r- = -+p*+ 9 * ( 

valeurs aisées à construire, et qui donneront la posi¬ 
tion du centre et le rayon du cercle à décrire con¬ 
jointement avec la parabole que fournit l’équation 
x*=by. Je n'entrerai point dans la discussion des 
cas qui pourraient exiger un autre choix dans la valeur 
assignée à l’une des inconnues; et je terminerai ce Traité 
par l’exposition d’une méthode qui réunit à l’avantage 
de s’appliquer aux équations d’un degré quelconque, ce¬ 
lui de peindre les résultats obtenus analytiquement par 
la théorie de la composition des équations. 


173. Pour fixer les idées, je supposerai que l’équation 
à construire soit seulement a bx+ ex* + dx 3 =*= o ; 
et je ferai 

y—a- f- bx -+- ex* -f- dx 3 . 


Puisque dans les points où la courbe représentée par 
cette dernière équation , rencontrera l’axe des abs¬ 
cisses, on aura y — o, il s'ensuit que les abscisses de ces 
points seront les racines de l’équation proposée ; la 
question sera donc réduite à construire la courbe dont 
il s’agit, ce qui est facile , après avoir rendu son équa¬ 
tion homogène, en y restituant les puissances de l’u¬ 
nité (71). On obtiendra en efFet 


bx , ex* . dx 3 

> , =a+ _ 


résultat dont chaque terme se construirait séparément 
par les lignes proportionnelles (68) ; mais voici un 
moyen de lier entre elles d’une manière commode ces 
dilFérentes opérations. 

Trigonométrie. 6* édition. 17 
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f 'g- 7 °« On mènera , fig. 70 , l’axe AB des abscisses • par 
l’origine A , on élevera perpendiculairement à cet axe, 
la droite AC, qui sera celui des y ; et ayant pris 
sur le premier la partie AD = n, et mené DE pa¬ 
rallèle à AC, on portera sur cette dernière des 
parties 

AF —a, FG=b, GH = c, III—d-, 
on tirera ensuite IK parallèle à AB ; on joindra le9 
points H et K par une ligne qui coupera en Z- la ligne 
PR élevée perpendiculairement à AB, sur l’abscisse 
AP = x ; on mènera ML parallèle à AB, pour déter¬ 
miner sur DE le point M, que l’on joindra avec le 
point G ; par le point N, où MG rencontrera PR , 
on tirera ON parallèle encore à AB , et joignant le 
point O avec le point F, la droite OF donnera sur 
PR un point Q , tel que PQ=y. 

En effet, on a, par les triangles semblables IKH 
et II'LH, 

dr 

ik (n) : ii'L (x) :: Hi(d) : //#' = — , 

d’où 

dx 

GH'=. GH + IIH' = c+— -, 
des triangles H'MG et G'N G , il résulte 

H r MM:G'N^)::GH'(c+ d -^ : gc'=-*-+~ , 

et par conséquent 

FG' —FG-\r GG' = t + —; 

n n 

enfin des triangles G'OF, F QF, on conclut 




ce qui donne pour dernier résultat, 
PQ=AF' = AF+FF'^g ci + 
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dx 3 


On étendra sans peine ce procédé au cas où l'équa¬ 
tion proposée aurait un nombre quelconque de termes; 
et lorsqu’on aura obtenu assac de points pour caracté¬ 
riser la marche de la courbe, on reconnaîtra aisément 
de combien de racines réelles cette équation est sus¬ 
ceptible. 

174. Si le cours de la courbe est tel que le repré¬ 
sente la ligne XEGJLY, fig. 71 , elle rencontrera cinq Fi 
fois l’axe des abscisses, et indiquera par conséquent 
que l’équation dont elle dérivé a un pareil nombre 
de racines réelles : cette équation ne pourra être d’un 
degré inférieur au cinquième. L’équation proposée 
sera 

n-f- bx -f- ex 2 -f-rLc 3 ex * etc. = o, 

et celle de la courbe à construire, 

y = a -f- bx -h ex 2 -f- cLc 3 -|- ex + +/T 5 -f- etc. 

Il est évident que les valeurs numériques de l’or¬ 
donnée^/ , ne sont autre chose que les résultats qu’on 
tire de l’équation proposée, en donnant à x les va¬ 
leurs correspondantes aux différentes abscisses qu’on 
a choisies arbitrairement : la courbe XEGILY offre 
donc en quelque sorte l’équivalent du tableau dans 
lequel ces résultats seraient inscrits , mais avec cet 
avantage, qu’en vertu de la loi de continuité, qu’on 
sent bien mieux dans les lignes que dans les nombres , 
les intervalles entre deux substitutions successives se 
remplissent avec la plus grande facilité. Ayant cal- 

17.. 
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culé, par exemple , les ordonnées P'P , Q'Q, R'R> 
fort proches les unes des autres , et joignant leurs ex¬ 
trémités par un trait continu, sans angles ni jarrets , 
on a d’une manière assez exacte les ordonnées in¬ 
termédiaires. 

On observera, i°. que puisque l’équation de la 
courbe ne renferme quç des puissances entières et 
positives de x , chaque valeur de cette indéterminée 
ne donnera pour y qu’une seule valeur qui sera Unie 
ou limitée tant que x lesera, mais que ^ sera suscep¬ 
tible de prendre des accroissemens illimités, lorsque 
x en recevra de tels , et que par conséquent la courbe 
XEGJLY doit s’étendre à l’inlini, de chaque côté de 
l’axe AC des y. 

2°. L’inspection seule de la figure fait voir que la 
courbe XEGILY ne saurait passer d’un côté de l’axe 
AB à l’autre , sans rencontrer cet axe , ou analyti¬ 
quement parlant, que l’ordonnée^ ne peut changer 
de signe sans devenir nulle (*) ; d’ou il suit que si deux, 
substitutions faites dans l'équation proposée , donnent 
deux résultats désigné contraire , il y a nécessairement 
une racine réelle comprise entre les valeurs de x em¬ 
ployées dans ces substitutions. 

3 °. Si l’on prend sur la même courbe deux points 
placés du même côté par rapporta l’axe AB , il y aura 

toujours entre eux un nombre pair d’intersections de 


(*) Cela est vrai dan* ce cas, parce que l’expression de y est sage 
dénominateur ; mais si oa a?aity = ^ la succession des valeurs 

x = 4-1, x=oetx=»— i, donnerait^ =*-f- a t y =»-, on infini, 

et y — — n. C’est ainsi que les branebes de l’hypecbole, considé¬ 
rée entre scs asymptotes, sont liées entre elles (îao). 
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la courbe et de cet axe : on en voit en effet deux entre 
E et /, quatre entre E et Y , ou entre A r et L , etc. 
ou bien il n’y en aura aucune , ainsi que cela arrive 
entre P et /. Au contraire, il y aura certainement 
un nombre impair d’intersections, si les points que 
l’on considère sont placés de differens côtés, comme 
le sont X et E , X et 1 , X et Y, etc. De là résulte 
cette proposition analytique : entre deux valeurs de x, 
qui f parleur substitution dans l'équation proposée , 
donnent deux résultats de même signe , il ne peut y 
avoir qu'un nombre pair de racines réelles, et il y en 
aura un nombre impair si ces résultats sont de signes 
differens. 

4 °. Enfin il arrive quelquefois que par suite des re¬ 
lations que peuvent avoir entre eux les coefliciens a, 
b c, d , e, /, etc. deux intersections consécutives, 
comme K et M , se rapprochant continuellement, 
viennent à se confondre , et la partie IKLM J de la 
courbe prenant la forme du trait ponctué JL Y , ne 
fait plus que toucher l'axe Ali ; alors les deux racines 
représentées par AK et AM , deviennent égales entre 
elles et à l’abscisse AL'. On voit facilement que si 
l’équationproposée n'avait pas d'autres racines réelles , 
la courbe qui en dérive ne couperait son axe nulle 
part, et qu’on ne pourrait par conséquent faire chan¬ 
ger de signe le premier membre de cette équation , 
par aucune substitution. Il n’en serait pas de même 
dans le cas où trois intersections se réuniraient : la 
courbe couperait au moins une fois 1 axe , soit avant, 
soit après ; et pour s’en convaincre , il suffit de voir 
ce qui resterait de cette courbe si les trois points 
H, K et M, ou F, H et K , venaient à se confondre. 
En suivant ces considérations , on reconnaîtra que , 
par la réunion d’un nombre pair d'intersections , la 
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courbe dérivée de l’équation proposée , peut se trouver 
toute entière d’un même côté de l’axe, mais que 
cette circonstance n’a jamais lieu lorsque le nombre 
des intersections , confondues en une seule , est im¬ 
pair ; et on conclura de là que, lorsqu’une équation 
n’a pour racines réelles qu’un nombre pair de racines 
égales, il est impossible d’en reconnaître l’existence 
par aucune substitution. 

Souvent l’inspection d’un petit nombre de points de 
la courbe , suffit pour indiquer l’espace où elle s’ap¬ 
proche le plus de l’axe des abscisses ; alors multipliant 
dans cet espace le nombre des points déterminés, on 
parvient à s’assurer s’il y a un contact ou bien des 
intersections, et si par conséquent l’équation propo¬ 
sée a des racines rigoureusement égales , ou seulement 
peu différentes les unes des autres : dans ce cas, la 
construction de la courbe sert autant à faciliter la ré¬ 
solution numérique qu’à en éclairer la marche. 
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«à . . _ 

Contenant les premiers Principes de 
V Application de F Algèbre aux Sur¬ 
faces courbes et aux Courbes à double 
courbure. 


Observ. Je crois devoir prévenir les 
Lecteurs peu habitues à ce genre de consi¬ 
dérations , qu’ils trouveront dans le Com¬ 
plément des É/émens de Géométrie, les 
notions préliminaires indispensables pour 
l’intelligence de ce qui va suivre. 


Équation du plan et de la ligne droite. 

175. La manière la plus commode de fixer la 
position d’un point quelconque dans l’espace, fig. 72, Fig. 7* 
est de le projeter d'abord sur un plan B JC donné de 
position, en abaissant sur ce çtan la perpendiculaire 
MM', et de rapporter ensuite la projection M , a 
deux axes AD et AC , perpendiculaires entre eux, 
par les coordonnées AP et PM'- Cela revient à rap¬ 
porter le point lui-même, aux troisplans BAC, B AD 
et DAC, perpendiculaires entre eux; car les coordon¬ 
nées AP et PM', situées dans le plan BAC, repré¬ 
sentent les distances MM m et MM" du point propo¬ 
sé M, aux deux autres plans DAC et B AD. Les droites 
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AB, AC, AD, suivant lesquelles les plans coordon¬ 
nés BAC , B AD, DAC, se coupent deux à deux, sont 
les axei des coordonnées - et on les distingue entre elles 
par la lettre qui marque la coordonnée qui leur est 
parallèle. Ainsi , en faisant AP = x, PM' =y , 
M'M = z , la ligne AB sera l’axe des x , la ligne 
•dC, celui desj/, et la ligne AD , celui des z. 

Les plans coordonnés reçoivent eux-mêmes des dé¬ 
nominations semblables Le plan BAC s’appellera le 
plan des x et y , parce qu’il contient les coordonnée# 
x etjf. La projection M" du point M, sur le plan 
B AD , étant rapportée aux deux axes AB et AD , 
par les coordonnées AP — x et PM" — M'M—z, 
ce plan sera désigné sous le nom de plan des x et z. 
Enfin la projection M 1 " du point M, sur le pla nDAC, 
étant rapportée aux axes AC et AD , par les coor¬ 
données AQ = PM' —y et ÇM" — M'AI ~ z , ce 
plan sera désigné sous le nom de plan des y et z. 

Il faut observer , i°. que les coordonnées^ et z sont 
nulles en meme temps pour tous les points de l’axe 
des x, AB ; qu’il en est de même de x et de z relati¬ 
vement à l’axe desz, AD. 

a*. Que pour tous les points du plan BAC , la coor¬ 
donnée z est nulle, et qu’elle a une valeur constante 
dans tous ceux d’un plan quelconque , parallèle à ce 
premit r; ensorte que cette équation, z = c, lorsqu’elle 
est seule et qu’on n’a aucune autre détermination rela¬ 
tivement aux deux coordonnées restantes x et^ , doit 
être regardi e comme désignant tous les points du plan 
mené parallèlement à BAC, à une distance égale à c. 
On verra de même quejf est nulle pour tous les pointa 
du plan B AD , et que l’équation du plan qu’on mène- 
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rail parallèlement à ce premier, à une distance b, se¬ 
rait^ = b. 

Si on réunit ensemble letideux équations z = c et 
-—b, c’est-à-dire, si on suppose quelles aient lieu en 
même temps, elles désigneront une droite parallèle a 
l’axe des x , et menée parle point du plan des y et z , 
dont les coordonnées sont c et b\ car il est facile de 
voir que cette droite peut etre regardée comme 1 in¬ 
tersection de deux plans respectivement parallèles aux 
plans BAC , BAD . 

Enfin, dans le plan DAC , la coordonnée x sera 
toujours nulle; et x= a sera l’équation du plan mené 
parallèlement à ce premier, à une distance égale à a. 

Les trois équations z — c , y — b t x — a, étant réu¬ 
nies , ne peuvent plus appartenir qu’au point qui se 
trouve dans l’intersection des trois plans respective¬ 
ment parallèles à chacun des plans coordonnés. 

176. Je vais examiner maintenant ce que signifierait 
une seule équation , entre deux des trois indétermi¬ 
nés x, y et z; et je prends pour exemple z — Ax. 

On voit d’abord (87) que cette équation appai tient à 
une droite AÏS", fg 73 , menée dans le plan des xFig. 
et z, B AU ; mais elle a encore un sens plus étendu ; 
car ., on conçoit que la droite JN" se meuve parai- 
lèlement à elle-même le long de l’axe AC, des y „ 
dans quelque position qu’elle s’arrête , l’ordonnée z , 
ou M'm > prise au P nint quelconque M situe sur la 
dro ite PM' y parallèle à AC , sera égalé à l’ordonnée 
Pm y correspondante , dans le plan BAD , à I abscisse 
QM'. La droite AN " } par le mouvement que 
ie lui sup’pose , décrit le plan TV AC , passant parles 
droites AN" et AC ; on aura donc z-=zAx pour tous 
les points de ce plan. 
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On trouverait des conséquences analogues pour les 
autres plans coordonnés , en prenant des équations 
entre les indéterminées qu’il contiennent j mais il vaut 
mieux passer tout de suite à un cas plus général, et 
considérer l’équation z = Ax -f- By. 

En y £31330^ = 0,11 viendra z = Ax , d’où l’on 
conclura que la droite AN" , qui se trouve com¬ 
prise dans cette dernière, renferme tous les points 
communs à la surface représentée par l’équation 
z = Ax -\-By , et au plan coordonné B AD , sur 
lequel y est toujours nul, et que par conséquent cette 
droite AN" est l’intersection de ce plan, avec la sur¬ 
face proposée. 

Lorsqu’on fait x = o , on obtient z — By, équa¬ 
tion qui appartient à une droite AN'" menée par l’o¬ 
rigine A , dans le plan DAC, et qui est l’intersection 
de ce plan , avec la surface représentée par l’équation 
.a = Ax -f- By. 

Si maintenant on conçoit que la ligne AN'“ se 
meuve parallèlement à elle - même le long de AN ", 
elle décrira le plan et quand elle sera parve¬ 

nue dans une position-quelconque m M M , la portion Mm 
de l’ordonnée M'M sera égale et parallèle à Qm u : on 
aura par conséquent 

MM—P ni -f- Qm m = Ax -f B y = z ; 

d’où il résulte que le N'" AN”, passant parles lignes 

AN" et AN", dont les équations sont 

z~Ax, z—By. 

a lui-même pour équation 

z = Ax By. 
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Si le plan proposé, au lieu de passer par l’origine^/, 
ne trouvait dans une position G m EG", déterminée par 
les lignes EG", EG", respectivement parallèles à AN" 
et à AN", il serait parallèlea N" AN" \ et en prolon¬ 
geant l’ordonnée de celui-ci jusqu’à ce qu’elle ren¬ 
contrât le premier , on aurait 

M L = M'M + ML = M'M -f AE : 

en nommant donc D la distance AE , et zl’ordonnée 
M'L , il viendrait, d’après ce qui précède, 

z = Ax -Jf- By-\- D. 

Telle est l’équation d’un plan mené dans une po¬ 
sition quelconque : il est aisé de se convaincre qu’elle 
représente l’équation générale du premier degré à 
trois indéterminées; car cette dernière ne peut être 
que de la forme 

o.x -f- fiy -f- yz ■+- «T = o , 

et en la divisant par y, elle rentrera dans la première, 
lorsqu’on aura posé 



On voit donc que le coefficient y n’ajoute rien à la 
généralité de l’équation : je conserverai néanmoins 
pour rendrë les formules plus symétriques , et je re¬ 
présenterai l’équation d’ün plan quelconque par 

Ax ■+> By -f- Cz -f- D = o ; 

ma is il faudra se rappeler que, dans tous les résultats, 
il y aura une des constantes qu’on pourra supposer 
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égale a l’unité, ou déterminer par des conditions par¬ 
ticulières. 

177. En faisant successivement x, y et z nuis , dans 
l'équation de ce plan, on trouvera qu’il coupe celui des 
etz dansune ligne dont l’équation e*tBy-\-Cz.+0=zo, 
celui des x et z , dans une ligne dont l’équation est 
Ax-j- Cz-\- D =0, et enfin celui des x et y dans 
une ligne ayant pour éqtrâtion Ax —|— Z?y -f- D = 0. 

L étendue des plans étant indéfinie , il faut concevoir 
que le plan G" EG" soit prolongé derrière les plans 
coordonnés B AD , DAC\ il rencontrera alors le plan 
BAC y et passera dessous. Toutes ces circonstances 
peuvent se lire dans son équation , en observant que 
chacune des indéterminées x, y et z, doit être prise 
positivement et négativement, et que si les parties.///?, 
-yi.AC et AD y Jig. 7a , des axes des coordonnées , ré¬ 
pondent aux valeurs positives de ces quantités , les 
parties opposées Ab , Ac et Ad , répondront aux va¬ 
leurs négatives. Cela peut se prouver immédiatement 
par le cours des lignes situées dans les plans BAC , 
J*AD ét DAC-y on y parviendrait encore en trans¬ 
portant chacun de ces plans parallèlement à lui-même, 
de manière à rendre positive* les ordonnées négatives 
qui lui sont perpendiculaires, et on raisonnerait alors 
comme on l’a fait à l’égard des lignes (76). 

Il suit de là qu’on peut distinguer dans lequel des 
huit angles trièdres que les plans coordonnés forment 
autour du point A , tombe un point proposé , par 
le moyen des «ignés dont ses coordonnés sont af¬ 
fectées ; il suffit pour cela de remarquer que lors¬ 
qu’on prend 
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u^s 


+ 

- 4 - 

-f- x > 

— X, 

4 - 

-- X, 

.— X, 
- X, 


y f -f- z, dans l’angle ABCD , on a 
y, — z, dans l'angle ABCd, 

- y, +*. dans l’angle A B De , 

-f- y, + z > danè l’angle ACDb , 

— y f — z, dans l’angle ABcd , 

— y t -f - z, dans l’angle ADbc , 

-j- y y — z, dans l’angle ACbd , 

— y } — z, dans l’angle Abcd. 


178. Une ligne droite est donnée toutes les fois qu’on 
connaît deux plans qui la contiennent, et dont elle est 
alors l’intersection , parce que les coordonnées de ses 
points sont communes aux équations de ces plans. 
Soient donc 


Ax -h By 4- Cz+D =0 .(i), 

A'x + B'y -f- Cz 4- D' — o. (2), 

les équations des plans donnés ; en regardant les in¬ 
déterminées x, y et z, comme ayant la même va¬ 
leur dans ces deux équations, il n’en restera qu’une 
qu’on puisse prendre arbitrairement, et les deux autres 
calculés en conséquence de la première, feront con¬ 
naître la position des différeus points de la droite 
proposée. 

Les équations (1) et (a) ne sont pas les seules qui 
puissent représenter la droite proposée j car elle se 
trouve dans une inGnité de plans diffère ns : mais on 
choisit ordinairement parmi toutes les équations qu’elle 
pourrait avoir , celles qui ne renferment que deux des 
coordonnées x, y et z. 

En éliminant successivement x, y et z, entre les 
équations (>) et (2) , on obtiendra les trois suivantes: 
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( AB'—A'B)y— {CA' — C'A ) 2 + AD' — A'D^ô> 
{BC — B'C)z—{AB'—A'B)x + BD'—B'D= o, 
{CA'—C'A) x— {BC' — B'C) y+CD' — CD— o. 

qui deviendront 

W — fe-M=o.( 3 ), 

«2. — >X-f- g — O.(4), 

Qx—ay + Ç=o.(5), 

en faisant, pour abréger, 

AB' — A'B — y t CA'—C'A = lS, BC — B'C—a, 
AD '— A'D = BTY — B'D — g , CU— CD=Ç. 

Deux quelconques de ces équations suffisent pour 
remplacer les équations (1) et (2), et comprennent 
implicitement la troisième. En eft'et , si on multiplie 
l’équation ( 3 ) par * , l’équation ( 4 ) par j 3 , l’équation 
( 5 ) par y a et qu’on ajoute les produits, on trouvera 

a«T-J-= o , 

résultat que la substitution des valeurs de jg , y , 
e et Ç , rendra identique, ou qui exprimera la condi¬ 
tion que doivent remplir ces quantités , pour que les 
équations ( 3 ), (4) et ( 5 ), étant données à priori , 
puissent appartenir à la même ligne droite. 

L’équation ( 3 ) qui renferme la relation que doivent 
avoir entre elles les coordonnées^ et 2, pour tous les 
points de la droite proposée, appartient à l’ensemble 
des projections de ces points sur Je plan des y et z, et 
est par conséquent l’équation de la projection de la 
droite proposée, sur ce plan ( Compl. des Èlém. de 
Géom ., n° 4 )- On verra de’méme que l’équation (4) 
appartient à la projection de cette droite , sur le plan 
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de? x et z f et que l’équation ( 5 ). est celle dé sa 
projection sur le plan des a: et y. Deux quelconques 
de ces projections étant données , la droite est entiè¬ 
rement déterminée j cela esUévident par l’analyse pre¬ 
cedente , et parce que la droite proposée n’est autre 
q„e l’intersection de deux quelconques des plans pro- 
jetans ( Compl. 5), plans dont l’équation est la*même 
que celle de la projection sur laquelle ils sont éle¬ 
vés (178). 

179. L’équation générale du plan ne renfermant que 
trois constantes nécessaires, il suffit d’un pareil nombre 
de conditions pour la particulariser. J’indiquerai suc¬ 
cessivement celles de ces conditions qui se rencontrent 
le plus fréquemment, et je traiterai ën même temps 
les questions analogues , relativement aux lignes 
droites. 

Lorsqu’il faut faire passer un plan par trois points, 
dont les coordonnées sont 

oc } y' } z } y } x } z y x } y y z % 

on met successivement 

x' x ", x 1 ", au lieu de x y 
y' t y", y ", au lieu de y , 
z ! ) z ", z , au lieu de z , 

dans l’équation générale du plan , 

Jx + By + CtAr # — o, 

et il vient les trois équations suivantes : 

Ax + By' 4 - ^ z ' 4 " D = o , 

Ax" 4" By" 4" Cz"4- D~o, 

AsT+Bf+Cf+D=zo, 
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au moyen desquelles on détermine les quantités -gt 
B C 

> et on trouve 

z ' ( y —y") — z " (/ —y ") 4-**( /• —y) , 

^ "z.' 1 '—y v )— x'Xÿz"— ÿV) +x"( /a" -/V)‘ 

£ y (j*— x m ) —/'(V— x") -j- y m {jJ— x") 

D ~~ x (y"z w —y m z")—x" ( ÿz"—y‘\')+x m (ÿz"-ÿ l z ')• 

Il est aisé de voir que si on voulait déterminer les 
équations des projections d’une droite qui passe pat- 
deux points donnés , on y parviendrait d’une manière 
analogue , en substituant les coordonnées de ces points 
dans les équations générales x = az -f-ot, y =zbz -f- 
et on trouve ainsi 

z ')> y—y'= (*—*') ( 88 ). 

180. Pour reconnaître quand deux lignes données 
sont dansun même plan, ou, ce qui revient au même, 
se coupent, il faut s’assurer si les indéterminées x, 
y et z peuvent être communes aux quatre équations 
des projections de ces droites ( Compl. 19) ; or il est 
évident qu’en éliminant x,y et z , il restera une équa¬ 
tion qui exprimera la condition sans laquelle les équa¬ 
tions des droites proposées ne sauraient avoir lieu pour 
le même point. Soient 

x — az •+■ *t \ x =*a'z -f- et! 1 

y = bz -f- fi ] y — b'z + l S' J 

les équations de ces droites ; on en tirera sur - le 

champ 
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champ 

az -f- * = a'z -f- ci', bz - f- /3 = b'z + /S'. 

.A 

Et éliminant z, il viendra 

(*' — *) ( b' — V) — (£' — jS) (a' — a) — o. 

181. Deux plans qui sont parallèles ont leurs com¬ 
munes sections, avec chaque plan coordonné, respec¬ 
tivement parallèles entre elles (Compl. i 5 ); mais si 

Ax-f-By-f-Cz-j-Dx^ o > A x-\-B'y-\-C'z-\-l)' o, 

représentent les équations de ces deux plans, leurs 
communes sections respectives avec les plans des x et 
z, et des^ et z, auront pour équations 

Ax + Cz 4- D — o, A'x 4- Cz -f- D' = o , 

By -f- Cz -f- D = o, B'y -h Cz -D' =o, 

et ne seront parallèles deux à deux que lorsqu’on aura 


A _ A^ 
C — c ’ 


B 

C 



Tirant de ces dernières les valeurs de A' et de B'., on 
obtiendra pour l’équation du plan parallèle au premier, 

-ç {Ax -|- By 4- Cz) -4- £>' == o. 


Il reste V à déterminer dans ce résultat; or en suppo¬ 
sant que le plan cherché doive passer par un point dont 
les coordonnées soient x\ y' et z\ on aura 

~ (Ax' + By' -f Cz') 4. D' = o ; 

retranchant cette équation de la précédente, D' dispa- 
Trigonométrie. 6 e édition. 18 
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C' 

raîtra, et divisant alors par il viendra 

A(x —+ B {y —/) + <?(*— *') =o. 

Il esta propos de remarquer qu’en regardant A , B, C, 
comme des quantités quelconques, l’équation ci-dessus 
sera commune à tous les plans qui passent par le point 
proposé. 

Puisque deux droites sont parallèles lorsque leurs 
projections,sur chacun des plans coordonnes, sont res¬ 
pectivement parallèles ( Compl. ûo ), leurs équations 
seront, dans ce cas, de la forme 

x — az- f- « 1 x ~ az-L- et' 1 

y = bz -f- fi J y — bz -f- fi' ) 

Si la seconde doit passer par le point dont les coor¬ 
données sont oc', y' et z', on aura, pour déterminer 
a! et fi' } les équations * 

x' = az' -f- et! et ÿz=bz -f- fi', 
dont on tirera, en opérant comme tout-à-l’heure , 
x — x' — a (k — z ') , y —y' =b(z — z'). 

185. Pour trouver l’équation d’un plan perpendi¬ 
culaire à une droite donnée, il faut se rappeler que les 
communes sections de ce plan , avec chacun des plans 
coordonnés, sont perpendiculaires aux projections de 
la droite donnée (Compl. 3a). Soient 

x = as -f- *, y = bz-\-fi, 

les équations de cette droite, et 

Ax + By+Cp + D^o, 
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telle du plan cherché ; les communes sections de ce 
dernier, sur le plan des x etz, et des y et z, seront 
représentées par 

Ax -f- Cs -f- /> — o OU jc rjz <■ — — — - — 

A A * 

By + Cz + D = o ou *=-^- 5 ; 

et pour que ces droites soient perpendiculaires aux 
projections de la droite donnée, il faudra qu’on ait 



Substituant les valeurs de A et de B , tirées de ces 
équations, dans celle du plan cherché, on aura 

C(ax 4 * by -f- z) -f- D = o,* 

et si ce plan doit passer par le point dont les coordon¬ 
nées sont A, y' et z', son équation deviendra 

a^x—x') + 

Si l’équation du plan était donnée, et qu’on deman¬ 
dât celle de la droite qui lui est perpendiculaire, il 
faudrait alors remplacer a et b par les valeurs indiquées 
ci-dessus ) il viendrait 

(*-*'), >-y== 

pour les équations de la droite perpendiculaire au plan 
représenté par Ax+ By + Cz + D = o, et assujétie 
à passer par le point dont les Coordonnées sont x', y 
et z'. 

1 83 . La distance du point M, f l&% dont les coor- Fig 

18.. 
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données sont x, y et z, à l’origine A , a pour ex¬ 
pression 



^ f-2 8 ÇCoTtipl. 24) • 


Celle de deux points quelconques M et m, s obtient 
en prenant PO=pm', M'N = mm, et en considé¬ 
rant les triangles m OM 1 et mNM , rectangles l’un en 
O, l’autre en N : il en résulte 

’rtM '= WÔ\ 7rul/— mJS + MIS ; 

mais en désignant par x',/, 2', les coordonnées du 
point m, il vient 

m'O = x — x\ MO =y —y', MN =^2 — 2', 

et observant que mN = m'M', on trouve 

mM— y/(x~x' (y — y y 4 * (a — 2')». 

184. Ceci mène à l’équation de la sphère, puisque 
tous les points de sa surface devant être également 
éloignés de son centre , si on suppose d abord qu il soit 
à l’origine et que le rayon soit r, on aura dans tous 
ces points, 

et si les coordonnées du centre sont x\ y\ z, il viendra 
(x - x') a -h Cy — /.)*+(* — O a = r *- 

i85. Ce qui précède fait trouver d’une manière très- 
simple l’expression du cosinus de l’angle compris entre 
deux droites données. Soient 

x — x ' = a(2 —z')| x — x — a(2 —2')! 

y—y — b(z — 2')) y — y' — b' (2 — 2 )J 
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les équations des projections de ces droites, qui se 
coupent au point dont les coordonnées sont 3? ,/ et z ; 
si on imagine quelles se mej^ent parallèlement à elles- 
mêmes, jusqu’à ce que leur point d’intersection soit 
à l’origine, leur angle ne changera pas, et les équations 
ci-dessus se réduiront à 

x = ûzI x — a.'z'i 

y = bz) y = b'z) 

Si l’on conçoit ensuite une sphère qui ait son centre 
à l’origine, et dont le rayon soit représenté par r, 
la distance des points où sa surface coupera chacun 
des côtés de l’angle cherché, sera évidemment la corde 
de cet angle. On trouvera les coordonnées du point de 
rencontre de la première droite avec la surface de la 
sphère, en déterminant x y y et z, par les équations 
dé cette droite, et par celle de la sphère j on aura 
ainsi 

ar __ br ___ r . 

Xm ~ y/x+a*+& ’ Vi4-a a -f-> ’ 

nommant x', y ' et ?/, les coordonnées du point de 
rencontre de la seconde droite avec la surface de la 
sphère , on aura de même 

, ar r Ul r 

X ~ V y ~ V / H-u'M-ô 77 ’ “ |/ 1 +a'*+b'* 

L’expression du quarré de la distance de ce point au 
précédent, sera — * Y -+- (y — / Y 4 * (s — *' ) a ; 
et en y mettant pour x — x', y —y ,z — z', leurs va¬ 
leurs, on trouvera, après les réductions. 
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Mais en nommant ^l’angle cherché, sa cordé sera 
V^â/i 2 —artcos/^ (i3) , 

H désignant le rayon ; et faisant ce rayon•= j, on aura 
pour Je quarré de la corde 2(1—cos^) ■ puis comparant 
avec 1 expression trouvée ci-dessus, dans laquelle on 
fera aussi r= 1 , il viendra 


cos^=- 


1 -f- aa' -f- bb' 


VXy -f + è a )(i -f a' a -f-é' s )‘ 

Il sera facile de déduire de là 


sin r __ Vjab' — a'by+(a — q^- f- ( b — b')* 

Pour que les deux droites proposées soient perpen¬ 
diculaires, il faudra qu’on ait coa/^= o, et par consé¬ 
quent 1 -f- aa' -f- bb' = o. 


186. C’est ici le lieu de parler des relations qui 
existent entre les angles que fait une droite quelconque 
avec les axes des coordonnées, parce qu’on les a in¬ 
troduites depuis avec beaucoup de succès dans la mé¬ 
canique, et quelles donnent plus de symétrie aux 
équations de cette droite. 

Pour y parvenir par le moyen des expressions du 

n° précédent, je suppose que la seconde droite don¬ 
née soit 1 un des axes, celui des x , par exemple : 
dans ce cas, on auray’ = o, quel que soit x\ ainsi 
b' = o. Observant ensuite que d’après l’équation 
x ~ az t o! désigne la tangente de l’angle que fait 
avec 1 axe des z (86) la projection de la ligne dont 
il s’agit, angle qui est droit quand cette ligne coïn¬ 
cide avec 1 axe des j:, on verra que a' est infini (24)* 
La supposition de b =;o réduit d’abord l’expression 
de cos V à 
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i -4- ad 

V/(H-fl a -M a )(i + a' a ) * 

*t en divisant ses deux termes par a', on lui donnera 
la forme 

- 7 -f a 

a 

^(1 +a l +i*)(js+ ») 

puis en y faisant a infini, elle deviendra 
a 

V/i+a’ + è 1 

Telle est l’expression du cosinus de l’angle que la pre¬ 
mière droite donnée fait avec l’axe des x. 

On trouvera de même pour l’axe des y , par rapport 

auquel a! — o, et l>' est infini , 

b _ 

l/i +<i-+6*' 

Pour l’axe des z, par rapport auquel a = o et 
b' = 0, on obtiendra 
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Si l’on quarre ces trois équations et qu’on les ajoute, 
il viendra 

cosa 1 + coSjâ* -f- cos y 4 = ; = h 

1 + b 

y* 

comme on l’a remarqué dans le n° 5 g du Complém. 
des Elém. de Géom. 

187. L’expression de cos->- donnant 

V 1 4~ a 1 -f- b* — -, 

cos^ 

si l’on substitue cette valeur dans celles de cos et et 
cos$, on en tirera 

a — fa _ cos Æ 

cos^- * cos y ’ 

et les équations de la première droitedonnée deviendront 

( x — x ) cos y ( z — z' ) eos et, 

( y —y ) cos y — (z — z') cos(2. 

Si l’on substitue les valeurs de a et de b dans l’é¬ 
quation du plan perpendiculaire à cette droite, sa¬ 
voir , dans 

a{x — x') 4- b(y —/) 4 - (z —z'):=o (182), 
on obtiendra ce résultat très-symétrique, 

(x — x') cosût-h (y —'./) cos/ 34 (z— z) çosy =0. 
Enfin si l’on désigne par et , /S', y\ les angles qu’une 
seconde droite fait avec les axes des coordonnées, ce 
qui donnera 

,_ C°S et' ^ ■ cos 

cos y cos y * 
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l’éxpression qui désigne le cosinus de l’angle que 
cette seconde droite fait avec la première (i 85 ), se 
changera en 

CO*V = COSût COS et'-}- COS/3 COS/ô' -f- cos^ cos^/, 
si l’on fait attention que 

COS* 3 -f-C0Si2 s -f-C0S^*= 1 , C0Set' 3 4“C0S/S' a -l- C0s >' 3: = » • 


j 88. L’utilité de ces formules peut faire desirer 
de les obtenir immédiatement, ce qui est facile par 
les considérations géométriques. 

i°. En supposant que la droite donnée soit trans¬ 
portée parallèlement à elle-mêçie à l’origine des coor¬ 
données , et représentée par AM , fig. 74 , on obser- Fig 
vera que le triangle APM est rectangle en P , puis¬ 
que le plan M'PM" est perpendiculaire à Taxe AU , 
et on en conclura 


AP 

cos PAM= w -~ 


VV 1 H-a'+fc ’ 


en mettant pour AM — ^/cc 3 -f-j a -|-z, 1 (i 83 ) et pour 
x et y leurs valeurs az et bz. 

On trouverait de même 


cos O AM= ... —, - .. . I 

AM \/ V i + a*-f-é J 


r, J AK 

cos KAM = - 7r = 


AM )/ y 7 1 + 


Ainsi on parviendrait sur-le-champ , par ce moyen, 
à la relation 


qv*PAM-\- cos (J4M + co AxAM'— 1 . 


a8a APPENDICE. 

a®. Le triangle APM donne AP = cos P AM , 

on aurait de même AR-=AM cos RAM, et comme 
AR = PM ", il viendrait 

cos P AM , x cos a 

PM" cos RAM * ° U z cos 7- * 

en représentant par a et y les angles que la droite 
AM fait avec l’axe des x et celui des z. On aurait 
de même 

y cos fi 

z cos y* 

fi désignant l’angle compris entre la droite proposée 
et l’axe des y. 

5 °. Enfin on indique quelquefois une droite par 
l’angle MAM' qu’elle fait avec sa projection sur le 
plan des x,y, et par l’angle M'AP que fait cette 
projection avec l’axe des x. Soit ô le premier angle, 
et ç le second, on aura 

MM' — AM sin MAM', ou z = AM sin ô, 

AM' = AM cos MAM', ou AM=zAMc osô, 

PM = AM' sin M'AP , ou y -=. AM cos 0 sin p, 

AP = AM'cosM'AP , ou x=z AMcosè cos® 

Si l’on rapproche ces dernières expressions de x, 

de y et de z, de celles qui résultent des équations 

x cos «e y cos fi 

z cos y f z cos y * 

*n faisant attention que y , désignant l’angle RAM , e 3 t 
le complément de MAM' ou de 6, il viendra 

cos y = sin ô, cos fi ■=. cos 9 sin®, cos* = cosf) costp. 

En quarrant ces dernières équations et les ajoutant, 
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on retrouverait encore comme ci-dessus, 
cos}' 8 + COSiS* - 4 - coset® = 1. 

Je terminerai cet article en faisant remarquer que 
toutes ces relations rentrent dans des résolutions de 
triangles sphériques rectangles ( 58 ). 

189. Le cosinus de l’angle que deux plans quel¬ 
conques font entre eux, se déduit immédiatement du 
n° 1 85 3 car cet angle est égal à celui que font deux 
droites, menées perpendiculairement à chacun des 
plans proposés, par un point quelconque de leur 
commune section ( Complém. 46 ). Ces plans étant 
représentés par les équations 

Ax-\-By+Cz-\-D — o, A'x+B'y- f- Cz+r/ = o , 

si cm conçoit qu’ils se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes, jusqu’à ce qu’ils soient parvenus à l’origine 
des coordonnées, leur angle ne changera pas, et leurs 
équations se réduiront à 

uix -f- By -4- Cz o , A'x -f- B'y -J- C'z = o j 

celles des droites qu’on mènera perpendiculairement 
à chacun d’eux, par ce point, seront (182) 



substituant donc dans l’expression de cos V y au lieu 
de a et b , de a' et b' t les valeurs que donnent ces 
équations, il viendra 

cos V - d£+ BR + CC _ 

VVm- lf+C‘) (A T ‘+R‘+C')' 
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Si l’un des plans proposés, le second, par exemple, 
était celui des x et y, pour lequel on a toujours 
z== °) il est évident que A' et B ' deviendraient nuis 
dans cette supposition, et que cos/''"se réduirait à 

C 

Va* + /?* + 

On trouvera de meme que le cosinus de l’angle formé 
par le premier plan proposé, avec celui des x et z, 
pour lequel on aj= 0 ; A' = oet C =o, sera 

_ g 

Va » -h g» + ^ * 

e-t que le cosinus de l’angle du même plan avec celui 
des y et z , pour lequel x = o. B' =zo, C — o, sera 

^ _ 

V A* -f- B* -f- ~C* 

Dans le cas où les deux plans proposés seraient per¬ 
pendiculaires entre eux, on aurait coiF’—O } et par 
conséquent AA' -f- B B' -f CC = o. 

Des surfaces du second degré. 

190. Les surfaces, de même que les lignes, se 
divisent en ordres, suivant le degfé de leurs équations. 
Le plan est la surface du premier ordre, parce que 
80X1 équation ne monte qu’au premier degré. Les sur¬ 
faces du second ordre sont toutes comprises dans 
l’équation 

Ax*-*rBy' 1 -\-Cz‘ 1 +aDxy-\->iExz-\-2.Fyz.'k _ 

+ 2 Gx+*Hy+ïKz )— L » 

la plus générale qu on puisse former dans le second 
degre, avec les trois indéterminées x , y et z. 
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En résolvant cette équation par rapport à l’une de 
ces lettres, par rapporta z, par exemple, on trouvera 

Ex+Fy+K 
Z ~ C ” 

Ly{(K>+CL)+i(EK~CG)j:+z(FK—CH)y 

+(E‘—slC)x*+o( E F—CD)xy+(F>—liC)y}. 

Ce résultat fait, voir qu’au même point du plan des x 
et y, répondent deux points sur la surface proposée , 
et que par conséquent chacune des valeurs de z produit 
par la substitution de toutes les valeurs possibles de x 
et de ^, une portion de surface qui est, par rapport à 
la surface totale, ce que sont les branches d’une courbe 
à l’égard de cette courbe : on donne à ces portions le 
nom de Nappes. 


On remarquera d’abord que la partie rationnelle de 
la valeur de z exprime l’ordonnée d’un plan tel que 
s i l’on en faisait partir les ordonnées de la surface , 


en posant 


z +Zl±J£±£-_ 


l’indéterminée u aurait deux valeurs égales, l’une po¬ 
sitive et l’autre négative : le plan dont il s agit est donc 
à l’égard des surfaces du second degré , ce qu’est un 
diamètre par rapport aux courbes de ce degré. 

On se ferait difficilement l’idée de la forme que 
doit affecter une surface dont on a l’équation , si 
on n’en considérait que des points isolés; mais au 
lieu de cela, on imagine une inlinité de sections 
faites dans cette surface par des plans , que pour plus 
de simplicité on prend parallèles à l’un des plans coor- 
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donnés : le cours de ces diverses courbes étant Conrtü , 

leur continuité rend sensible la forme de la surface 

proposée. 

Tous les points d’un plan mené parallèlement à 
celui des x et à une distance désignée par a, étant 
compris dans l’équation z = a, si on substitue cette 
valeur dans l’équation générale des surfaces du second 
degré, le résultat. 


Ax* 

*f 2 (£a4-G)x+2(/* Vz-f -//)y 


f — 2Àa— Ca a , 


exprimera la relation qu’ont entre elles les coordon¬ 
nées du plan des x et y, pour les points de la sur¬ 
face proposée, distans de ce plan de la quantité a t 
et appartiendra donc sur ] e plan des x et y, à la 
projection de la courbe, dans laquelle le plan dont 
l’équation est z = a, rencontre la surface du second 
degré; et comme ce plan est parallèle à celui des x 
et y, il est évident que la section faite dans la surface 
meme ne différera pas de sa projection sur le plan dont 
il s’agit. 


En prenant pour a diverses valeurs, on aura diverses 
sections parallèles au plan des x, y - si l’on fait a = o, 
l’équation résultante 


Ax* -f By* -f aDxy j 

+ 2Gx+2li y ) — L > 

donnera la courbe du second degré , dans laquelle la 
surface rencontre ce plan. On déterminerait de la même 
manière les équations des sections parallèles au plan 
des x et z et à celui des^ et z. 

On conçoit facilement, et on en a d’ailleurs vu 
l’exemple sur la sphère (184), que les surfaces, sui- 
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vant qu’elles sont placées d’une manière plus ou moins 
symétrique par rapport aux axes des coordonnées , ont 
des équations plus ou moins simples, et que par 
conséquent pour analyser*Ies différentes espèces de 
surfaces, que peut représenter l’équation générale 
de celles du second degré , il faut d’abord la débar¬ 
rasser des termes qui ne dépendent que de la situation 
particulière des axes des coordonnées, ce qui peut se 
faire, soit en discutant le radical, d’une manière ana¬ 
logue* à celle qu’on a suivie pour les lignes du second 
degré, dans les n os 111 — 120, soit en construisant 
des formules générales pour la transformation des 
coordonnées dans l’espace, et en employant, comme 

dans les n os 126— 127, les quantités relatives à la 
position des axes, à simplifier autant qu’il est pos¬ 
sible l’équation générale. On peut consulter pour ces 
détails, qui sortent entièrement des Élémens , le pre¬ 
mier volume de mon Traité du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral. 

iqi. Je ferai remarquer seulement qu’on peut ti¬ 
rer du n° i 85 , l’équation du cône droit, placé 
dans une situation quelconque par rapport aux plans 
coordonnés. 

En effet, le cône droit étant engendré par le mou¬ 
vement d’une droite assujetie à tourner autour d’une 
autre en faisant avec elle un angle constant, si on 
désigne par a , Æ, y, les coordonnées du sommet, 
qu’on prenne pour la droite fixe ou l’axe du cône, 
les équations 

x -— a {7. — y) , 

y—& — b(z—y) > 

pour la droite mobile ou le côté du cône, les équations 
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(x — «) = «' (* — >), 

(y — /S) = b'(z-y) , 

le cosinus de l’angle de ces droites sera 
i -|- ad -f- bb' 

V ( l -f a /a + 6'“j * 

comme il doit être constant, on le représentera par c , 
puis on observera que a , b appartenant à l’axe du 
cône, désignent des quantités connues , et que 

,_ x — a y _ y — £ 

z — y* z —y 

En substituant ces valeurs, on formera l’équation 

qui se réduit facilement à 

c (x— a) 4- b (y —P) -4- (* —y) __ c 

m\/ (x — *)H O' (z — >) a 

en faisant, pour abréger, î -f- a a -j- b* = m. 


(*) U est aise' de voir qne si l’on faisait 2= o, dans celte équation , 
le résultat, qui appartiendrait à la section du cône par le plan des .r 
et y, prendrait la forme de l’equation generale du seeond degré 
deux inconnues, et qu’on pourrait par ce moyen montrer algébri¬ 
quement l’identité des courbes du second degré avec les sectious 
faites dans un cône droit par un plan; mais cette voie serait beau¬ 
coup plus compliquée et moins générale que celle qu’on a suivie dans 
les nom. i5a — ï 56 , puisqu’on y a considéré un cône quclconqne. 
D’ailleurs, le calcul pour un cône oblique à base circulaire, se troûve 
dans VAppendix de superficiebus , placé à la fin du second volume de 
\introduclio in anatysin infinitorum d’Euler, imprimée en 174®- 
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Si on place le sommet à l’origine des coordonnées , 
on aura 

u = o, £== 50 , y—o, 
et 

ax+by __ 

m 

Si on fait coïncider l’axe du cône avec l’axe des 2 ; 
il vient a =0, b= o, 771=1, puisqu’on a sur cet 
axe, y = o, x = o, <juel q ue soit 2 ; et l’équation ci- 
dessus se réduit à 

z 

r^+y+ »* ~ c ’ 

de laquelle on tire , par l’élévation au quarré, 
a‘(r — c fi ) = c s (x a -f-y). 

En faisant dans cette équation 2 = n, elle devient 

»■(» —o = c*(x* -h y), 

équation qui appartient à un cercle dont le centre est 

dans l’axe des z, et dont le rayon est — ^ 1 C -- Il suit 

de là que toutes les sections faites par un plan paral¬ 
lèle à celui des x et y , dans le cône proposé, sont 
des cercles, ce qui est d’ailleurs évident par la nature 
de ce cône. 

On tire de l’équation ci-dessus , 

‘=77=?^^ 

M est facile de voir que \/T—c* e3 t le sinus de l’angle 
que fait le côté du cône avec l’axe des 2 , et que par 
Trigonométrie. 6 e édition. 1.9 
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conséquent' 


\/ï 


==- est la cotangente de cet angle 


ou la tangente de celui que la même droite fait avec 
le plan des x et y. 

Si on voulait que le sommet du cône fût à un point 
quelconque de Taxe des z , cet axe coïncidant toujours 
avec celui du cône, on aurait 


a—7 = 


V't—, 




En faisant z r= o , on obtiendr^l’équation de la 
courbe suivant laquelle le cône rencontre le plan 
des x , y , et qu’on peut regarder comme la base. 
Cette équation sera 




i/r= 




elle appartient à un cercle dont le rayon est 

yV i —c* 
c 

Si on représente par r ce rayon , on aura 

■y*0—c*l. cr 

r‘=*-± T , -. «t 

l’équation 

se changeant alors en 
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cr 



c 

V i — c% 




peut être mise sous la Wrme 




• z)/i — c a —cr= c[/x*-hy*: 

dans le cas où c = i * elle se réduit à 
r»=a**-y. 

19a. Cette dernière équation, qui ne contient plu* 
que deux des trois coordonnées, appartient néanmoins 
à la surface cylindrique dans laquelle se transforme 
le cône lorsque son sommet s’éloigne à l’infini ; car c 
désignant le cosinus de l’angle formé par la droite 
génératrice du cône et son axe , l’hypothèse c = l , 
rend cet angle nul et établit le parallélisme des deux 
droites dont il s’agit : la première en tournant autour 
de la seconde, décrit donc la surface d un cylindre 
droit , perpendiculaire au plan des x et y, étayant 
pour base , sur ce plan , le cercle dont le rayon 
est r , et dont le centre est à l’origine des coor¬ 
données. 


Ceci conduit à remarquer qu’une équation quel¬ 
conque qui ne contient que deux des trois coordon¬ 
nées, et qui ne désigne qu’une courbe sur le plan 

de ces coordonnées, appartient, dans l’espace , à un» 
surface, puisque la coordonnée qui n’entre point dans 
cette équation, se trouvant indépendante des deux 
autres, a une infinité de valeurs pour chaque point du 
plan cité; et ces valeurs répondent à tous les points 
de la droite élevée perpendiculairement au plan coor¬ 
donné par le point que l’on y considère. 

L’ensemble de toutes les droites élevées ainsi sur 
chaque pbint deJa combe , constitue une surface cylin - 
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drique , en prenant cette dénomination dans toute l'é¬ 
tendue qu’on lni assigne dans le Complément des Elé — 
mens de Géométrie. 

Des courbes considérées dans l'espace. 

igS. Lorsqu’on envisage les courbes dans l'espace, 
elles résultent toujours de l’intersection de deux sur¬ 
faces , de même que la ligne droite résulte de la ren¬ 
contre de deux plans (178). On peut , par exemple , 
indiquer un cercle, en* donnant la sphère dont il 
fait partie et le plan qui la rencontre. En suppo¬ 
sant que la sphère ait son centre à l’origine des coor¬ 
données, et que le plan soit quelconque, le système 
des équations 

x ’ + y + z 1 — i^ .0), 

Ax -4- By + Cz = D .(2) , 

appartiendra au cercle suivant lequel se rencontrent 
la sphère et le plan proposé , puisque ce système ne 
conviendra qu’aux points qui se trouvent en même 
temps sur l’une et l’autre surface. 

Il est visible qu’on peut transformer le système 
des équations (1) et (2) en une infinité d’autres qui 
soient équivalens;mais le plus souvent on élimine alter¬ 
nativement une des trois indéterminées x , y ou 2, 
et l’on obtient, entre ces quantités combinées deux 
à deux, trois équations qui appartiennent aux projec¬ 
tions de la courbe cherchée , sur chacun des plans 
coordonnés. 

Dans l’exemple ci-dessus, on a 
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deux quelconques de ces équations donnent la troi¬ 
sième : elles appartiennent (128) à des ellipses qui 
sont les projections du cercle, sur chacun des plans 
«oordonnés ( Compl. 63 ):* 

Pour concevoir nettement de quelle manière une 
courbe est représentée par les équations de ses projec¬ 
tions , il faut considérer que ces équations appar¬ 
tiennent à des surfaces cylindriques élevées perpen¬ 
diculairement sur les projections (19a) , de même que 
les équations des projections d’une droite désignent 
aussi ses plans projetans. 

Il suit de là , que la courbe proposée résulte de 
l’intersection des surfaces cylindriques élevées sur deux 
de ses projections ( Compl. 77). 

iq4- Dans le plus grand nombre de cas , l’inter¬ 
section de deux surfaces courbes ne saurait avoir 
tous ses points dans un même plan, et forme alors 
une courbe à double courbure ; telle est, par exemple, 
l’intersection d’une sphère et d’un cylindre droit , 
lorsque l’axe du cylindre ne passe pas par le centre de la 
sphère. 

Si l’on suppose que la sphère ait son centre à l’ori¬ 
gine , et que l’axe du cylindre étant parallèle à celui 
des z , sa base , sur le plan des x et y , soit un cercle 
passant par l’origine et ayant pour diamètre l’axe des 
x , les équations des surfaces contenant la courbe 
proposée, seront 

x *+y % +*•*=***, 

aax — x a —y*, 

et l’on aura pour les projections enr,yet enï, z t 

aax —= y\ 

aux -f z? = r\ 
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Le centre de la sphère se trouvant sur là surface du 
cylindre, la courbe proposée pourrait se décrire en 
fixant une pointe de compas sur cette surface, et 
faisant tourner l’autre sur la même surface , avec une 
ouverture égale au rayon de la sphère ( Compl. 77). 

Pour en trouver tant de points qu’on voudra, il faut 
déterminer les coordonnées y et z au moyen de 
l’abscisse x / par les équations des projections , qui 
donnent 

y zax — zr=z {/r* —2 ax- 

On reconnaît l’étendue de la courbe proposée en 
assignant les cas dans lesquels ces coordonnées de¬ 
viennent imaginaires ; or , on ne trouve de valeurs 
réelles pour y que depuis x = o jusqu’à x = aa , et 
r* 

pour z , depuis x = o jusqu’à x = — , du côté po¬ 
sitif, et depuis x = o jusqu’à l’infini du côté négatif; 
mais il est évident qu’il ne faut prendre que la partie 
de l’abscisse x, commune aux deux projections, puis¬ 
qu’il suffit qu’une des cordonnées devienne imaginaire 
pour que la courbe ait atteint sa limite : elle ne s e- 
. ,, r® 

tendra donc que depuis x == o jusqu a x = —. 

La considération des projections elles-mêmes con¬ 
firme ce résultat. L’équation en x et y appartenant au 
~j5. cercle AE'F'e , fig. 7S, qui sert de base au cylindre, 
et celle qui renferme x et z , appartenant à la pa¬ 
rabole H"ïh ", dont le paramètre = aa, et la distança 

af-—, il est évident qu’on ne peut employer à 

2 a 

la description de la courbe proposée que les portion» 
ËAd et H" l'h" y de ses projections, correspondantes 
sur l’axe AB à la partie AI'. 
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ig 5 . Enfin, pour s’assurer analytiquement que la 
courbe proposée n’est pas plane, il faut chercher si elle 
ne peut être l’intersection de l’un des cylindres élevés 
6 ur ses projections, par aucun plan. En désignant par 

Ax + By + Cz=zD 

l’équation d’un plan quelconque, son intersection avec 
le cylindre élevé sur la parabole H Th", sera représen¬ 
tée par les équations 

Ax+By+ Cz = D t 
aor-f-z* = r* ; 

la projection de cette intersection aura pour équation 
sur le plan des y et z t 

A °-' i ~ + I! y + Cz=D, 

et devra coïncider dans tous ses points , avec celle de 
la courbe proposée, sur le même plan des y» et z, qui 
est 



«r on tire de la précédente , 

_ a at> — Ai A — 2 aCz -j- Az * 

J aaB 

il faudra donc que pour toutes les valeurs de z, on ait 

/ a aD — Ar* — üaCz 4- Az* \ * , (r*—z») » 

\ a aB ) Z ja* 

En développant ce résultat, on lui fera prendre la 
forme 


p z i+ Ç t 3 + + Sz + r== 
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les lettre* P, Q, R, S, et T, désignant des coefiiciens 
formés des quantités A> B, C, D\ et pour que cette 
équation soit vérifiée indépendamment de *, il faudra 
qu'on ait séparément 


P—o, Q= o, R —o, S=o, T =o. 

On s’assurera par l’élimination , qu’aucune de ces cinq 
équations ne rentre dans les autres, et que par con¬ 
séquent on ne peut déterminer les quatre coefiiciens 
A t B , C, D, de manière à satisfaire à toutes en même 
temps : il n’y a donc aucun plan qui puisse comprendre 
la courbe proposée -, et si on voulait déterminer z par 
l’équation ci-dessus , on ne pourrait avoir au plus que 
quatre valeurs , ensorte que la courbe proposée ne peut 
etre coupée par un plan, en plus de quatre points. 























































































